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A Karen

Los rios no llevan agua,
el sol las fuentes seco...

i Yo sé donde hay una fuente
que no ha de secar el sol!
La fuente que no se agota

€s mi propio corazon...

—V. Ruiz Aguilera (1862)
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Analisis de sensibilidad, ch3Files
TOYCO, ch3Files
Modelos de red

CPM (Método de la ruta critica), ch6Files
Flujo maximo, ch6 Files
PERT (Técnica de evaluacion y revision de programas), ch6Files
Ruta mas corta, ch6Files
Modelos de colas (Poisson), chi8Files
Modelo de transporte, chSFiles

Juegos de suma cero, chl5Files
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LO nuevo en
esta edicion

Esta novena edicion contiene, de manera més concisa que las anteriores, tanto el texto
como el software de apoyo, con el fin de que el lector se enfoque de lleno en la puesta
en ejecucion algoritmica y préctica de las técnicas de investigacion de operaciones.

e Lanueva seccion 3.7 constituye un amplio encuadre (sin necesidad de utilizar ma-
temadticas) de como los diferentes algoritmos de PL, programacién lineal (simplex,
simplex dual, simplex revisado y de punto interior) se ponen en ejecucioén en codi-
gos comerciales (por ejemplo CPLEX y XPRESS) para incrementar la velocidad
de computo y precisién necesarias para resolver problemas muy grandes.

¢ El nuevo capitulo 10 se ocupa de la heuristica y la metaheuristica disefiadas para
obtener buenas soluciones aproximadas a problemas de programacién entera y
combinatoria. La necesidad de la heuristica y la metaheuristica es un reconoci-
miento del hecho de que el desempefio de los algoritmos exactos ha sido menos
satisfactorio desde el punto de vista computacional.

¢ El nuevo capitulo 11 estd dedicado al importante problema del agente viajero.
Incluye varias aplicaciones y el desarrollo de algoritmos de solucién heuristicos y
exactos.

¢ Todos los algoritmos de los nuevos capitulos 10 y 11 se codificaron en Excel para
permitir una conveniente experimentacion interactiva con los modelos.

¢ Todos los modelos AMPL se movieron al apéndice C* para complementar las
reglas sintacticas de AMPL presentadas en el apéndice. Los modelos aparecen
oportunamente en el libro con sus respectivas referencias.

¢ A lolargo del libro se agregaron numerosos problemas nuevos.

e Se actualiz6 el software TORA.

¢ Con el fin de mantener una cantidad razonable de péginas impresas, hemos
pasado al sitio web* parte del material, entre el que se incluye el apéndice AMPL.

*Todo el material incluido en el sitio web se encuentra en idioma inglés.
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CAPITULO 1

Qué es la investigacion de operaciones

1.1

1.2

INTRODUCCION

Las primeras actividades formales de investigacion de operaciones (IO) se iniciaron en
Inglaterra durante la Segunda Guerra Mundial, cuando un equipo de cientificos empez6
a tomar decisiones con respecto a la mejor utilizacion del material bélico. Al término
de la guerra, las ideas formuladas en operaciones militares se adaptaron para mejorar
la eficiencia y productividad en el sector civil.

Este capitulo presenta la terminologia bésica de la 10, que comprende el mode-
lado matematico, soluciones factibles, optimizacion y cdlculos iterativos. Hace hincapié
en que la definicion correcta del problema es la fase mas importante (y mas dificil) de
practicar la IO. También se recalca que si bien el modelado matematico es la piedra an-
gular de la IO, en la decisién final se deben tomar en cuenta factores incuantificables,
como el comportamiento humano, por ejemplo. El libro presenta varias aplicaciones
que utilizan ejemplos resueltos y problemas especificos.*

MODELOS DE INVESTIGACION DE OPERACIONES

Imagine que tiene un compromiso de negocios que requiere 5 semanas de traslado
continuo entre Fayetteville (FYV) y Denver (DEN). Sale de Fayetteville los lunes y re-
gresa los miércoles. Un boleto regular de viaje redondo cuesta $400, pero se ofrece
20% de descuento si el viaje redondo comprende un fin de semana. Un boleto sencillo
en cualquier direccion cuesta 75% del precio regular. ;Como debe comprar los boletos
para reducir el costo del traslado durante las 5 semanas?

“En el sitio web de este libro encontrari el capitulo 26 (en inglés), el cual estd dedicado por completo a la
presentacion del andlisis de casos totalmente desarrollados.
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Podemos considerar la situacién como un problema de toma de decisiones, cuya
solucién requiere responder tres preguntas:

1. (Cuales son las alternativas de decisién?
2. ;Conforme a qué restricciones se toma la decision?
3. ;Cual es el criterio objetivo apropiado para evaluar las alternativas?

Se consideran tres alternativas razonables:

1. Comprar cinco boletos normales FYV-DEN-FYV para salir el lunes y regresar el
miércoles de la misma semana.

2. Comprar un boleto FYV-DEN, cuatro DEN-FYV-DEN que abarquen fines de
semana,y uno DEN-FYV.

3. Comprar un boleto FYV-DEN-FYV para el lunes de la primera semana y el
miéreoles de la dltima semana, y cuatro DEN-FYV-DEN para los viajes restan-
tes. Todos los boletos en esta alternativa cubren por lo menos un fin de semana.

La restriccion en estas opciones es que pueda salir de FYV el lunes y regresar el miér-
coles de la misma semana.

Un criterio objetivo obvio para evaluar la alternativa propuesta es el precio de los
boletos. La alternativa que dé el costo minimo serd la mejor. Especificamente, tenemos:

Costo de la alternativa 1 = 5 X 400 = $2000
Costo de la alternativa 2 = .75 X 400 + 4 X (.8 X 400) + .75 X 400 = $1880
Costo de la alternativa 3 = 5 X (.8 X 400) = $1600

La alternativa 3 es la mejor porque es la més econémica.

Aunque el ejemplo anterior ilustra los tres componentes principales de un mode-
lo de IO, los cuales son: alternativas, criterio objetivo y restricciones, las situaciones di-
fieren por los detalles de la construccién de cada componente y la soluciéon del modelo
resultante. Para ilustrar este punto, considere la formacién de un rectdngulo de drea
maxima con un trozo de alambre de L pulgadas de longitud. ;Cudl sera el mejor ancho
y altura del rectdngulo?

En contraste con el ejemplo de los boletos, el nlimero de alternativas en este
ejemplo no es finito; es decir, el ancho y la altura del rectdngulo pueden asumir una
cantidad infinita de valores porque son variables continuas. Para formalizar esta obser-
vacion, las alternativas del problema se identifican definiendo el ancho y la altura
como variables algebraicas

w = ancho del rectdngulo en pulgadas,
h = altura del rectdngulo en pulgadas.
Con base en estas definiciones, las restricciones de la situaciéon pueden expresarse ver-

balmente como

1. Ancho del rectangulo + altura del rectdngulo = la mitad de la longitud del alambre.
2. El ancho y la altura no pueden ser negativos.
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Estas restricciones se traducen de manera algebraica como sigue

1L 2w+h)=L
2. w=0,h=0

Ahora el tinico componente restante es el objetivo del problema; es decir, maxi-
mizar el drea del rectangulo. Si z se define como el drea del rectangulo, el modelo com-
pleto es

Maximizar z = wh
sujeto a
2w+ h)=L

w,h=0

L
% ,lacual

Utilizando célculo diferencial, la mejor solucién de este modeloesw = h =
requiere la construccién de una forma cuadrada.
Con los datos de los dos ejemplos anteriores, el modelo general de 1O se organi-

za en el siguiente formato general:

Maximizar o minimizar Funcién objetivo
sujeto a

Restricciones

Una solucién del modelo es factible si satisface todas las restricciones; es Optima
si, ademas de ser factible, produce el mejor valor (maximo o minimo) de la funcién ob-
jetivo. En el ejemplo de los boletos, el problema considera tres alternativas factibles, y
la tercera es la que produce la solucién 6ptima. En el problema del rectangulo, una al-
ternativa factible debe satisfacer la condicién w + h = %, donde w y & son variables
no negativas. Esta definicion conduce a una infinidad de soluciones factibles vy, a dife-
rencia del problema de los boletos, el cual utiliza una sencilla comparacién de precios,
la solucién 6ptima se determina aplicando cdlculo diferencial.

Aunque los modelos de 10 estdn disefiados para “optimizar” un criterio objetivo
especifico sujeto a un conjunto de restricciones, la calidad de la solucién resultante de-
pende de la exactitud con que el modelo representa el sistema real. Considere, por
ejemplo, el modelo de los boletos. Si no se identifican todas las alternativas dominantes
para comprar los boletos, entonces la solucion resultante es Optima sélo en relacion
con las opciones representadas en el modelo. Especificamente, si se omite la alternati-
va 3 en el modelo, entonces la solucién “optima” requeriria que se compraran los bole-
tos en $1880, la cual es una solucién subéptima. La conclusion es que “la” solucién 6p-
tima de un modelo es mejor s6lo para ese modelo. Si el modelo es una representacion
razonablemente buena del sistema real, entonces su solucién también es éptima para
la situacién real.
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 1.2A"

1.
2.
3.

*S.

En el ejemplo de los boletos, identifique una cuarta alternativa factible.
En el problema del rectangulo, identifique dos soluciones factibles, e indique cudl es la mejor.

Determine la solucién 6ptima del problema del rectangulo (Sugerencia: Aplique la
restriccién para expresar la funcién objetivo respecto de una variable, luego utilice
calculo diferencial).

Amy, Jim, John y Kelly estin en la ribera de un rio y desean cruzar a la ribera opuesta en
una canoa, la cual sélo puede llevar dos personas a la vez. Como Amy es la més atlética,
puede cruzar el rio remando en 1 minuto. Jim, John y Kelly lo harfan en 2,5 y 10 minutos,
respectivamente. Si dos personas estdn en la canoa, la persona mas lenta determina el
tiempo de cruce. El objetivo es que las cuatro personas estén en la ribera opuesta en

el menor tiempo posible.

(a) Identifique por los menos dos planes factibles para cruzar el rio (recuerde que la
canoa es el tinico medio de transporte y que no puede viajar vacia).

(b) Defina el criterio para evaluar las alternativas.
*(c) (Cudl es el menor tiempo para llevar a las cuatro personas al otro lado del rio?

En un juego de béisbol, Jim es el lanzador y Joe es el bateador. Suponga que Jim puede
lanzar una bola rdpida o una curva al azar. Si Joe predice correctamente una curva,
puede mantener un promedio de bateo de .500; de otra manera, si Jim lanza una curva y
Joe estd preparado para una bola rapida, su promedio de bateo se mantiene por debajo
de .200. Por otra parte, si Joe predice correctamente una bola rapida, mantiene un
promedio de bateo de .300, de lo contrario su promedio es de sélo .100.

(a) Defina las alternativas para este caso.

(b) Determine la funcién objetivo para el problema, y describa en qué difiere de la
optimizacién comin (maximizaciéon o minimizacién) de un criterio.

Durante la construccion de una casa, se deben recortar seis viguetas de 24 pies cada

una a la longitud correcta de 23 pies. La operacion de recortar una vigueta implica la

siguiente secuencia:

Operacién Tiempo (segundos)
1. Colocar la vigueta en caballetes de aserrar 15
2. Medir la longitud correcta (23 pies) 5
3. Marcar la linea de corte para la sierra circular 5
4. Recortar la vigueta a la longitud correcta 20
5. Apilar las viguetas recortadas en un area designada 20

Intervienen tres personas: Dos deben realizar al mismo tiempo las operaciones 1,2y 5,y
un cortador se ocupa de las operaciones 3 y 4. Hay dos pares de caballetes de aserrar
donde se colocan las viguetas sin recortar, y cada par puede manejar tres viguetas.
Sugiera un buen plan para recortar las seis viguetas.

Se construye una pirdmide (bidimensional) en cuatro capas. La capa inferior se compone
de los puntos (equidistantes) 1,2, 3 y 4; 1a siguiente incluye los puntos 5,6y 7; la tercera
comprende los puntos 8 y 9,y la superior el punto 10. Lo que se quiere es invertir la

! Un asterisco antes del niimero sefiala problemas cuya solucién aparece en el Apéndice B.
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pirdmide (que la capa inferior incluya un punto y la superior cuatro) cambiando de lugar
los puntos.

(a) Identifique dos soluciones factibles.

(b) Determine el nimero minimo de movimientos necesarios para invertir la pirimide.’

8. Cuenta con cuatro cadenas y cada una consta de tres eslabones sélidos. Tiene que hacer
un brazalete conectando las cuatro cadenas; romper un eslabdn cuesta 2 centavos, y
volverlo a soldar 3 centavos.

(a) Identifique dos soluciones factibles y evalielas.
(b) Determine el costo minimo para hacer el brazalete.

9. Los cuadros de una tabla rectangular de 11 filas y 9 columnas estan numerados en
secuencia del 1 al 99 con una recompensa monetaria oculta de entre 0y 20 délares,
asignada a cada cuadro. El juego consiste en que un jugador elige un cuadrado
seleccionando cualquier nimero de dos digitos y luego restando al nimero seleccionado
la suma de sus dos digitos. El jugador recibe entonces la recompensa asignada al cuadro
seleccionado. Sin importar cudntas veces se repita el juego, ;qué valores monetarios
deben asignarse a los 99 cuadros para minimizar la recompensa de los jugadores? Para
hacer el juego interesante, asignar $0 a todos los cuadros no es una opcién.

SOLUCION DEL MODELO DE IO

En la investigacién de operaciones no se cuenta con una técnica general tnica para re-
solver todos los modelos que puedan surgir en la prictica. En su lugar, el tipo y comple-
jidad del modelo matematico determina la naturaleza del método de solucién. Por ejem-
plo, en la seccion 1.2 la solucién del problema de los boletos requiere una clasificacion
simple de las alternativas, basada en el precio de la compra total, mientras que la soluciéon
del problema del rectangulo utiliza cdlculo diferencial para determinar el drea maxima.

La técnica de IO mas importante es la programacion lineal. Esta disefiada para
modelos con funciones objetivo y restricciones lineales. Otras técnicas incluyen la pro-
gramacion entera (en la cual las variables asumen valores enteros), la programacién
dinamica (en la cual el modelo original puede descomponerse en subproblemas més pe-
queiios y manejables), la programacion de red (en la cual el problema puede modelarse
como una red), y la programaciéon no lineal (en la cual las funciones del modelo son no
lineales). Estas son s6lo algunas de las muchas herramientas de IO con que se cuenta.

Una peculiaridad de la mayoria de las técnicas de 1O es que por lo general las so-
luciones no se obtienen en formas cerradas (como si fueran férmulas), sino que mas
bien se determinan mediante algoritmos. Un algoritmo proporciona reglas fijas de
calculo que se aplican en forma repetitiva al problema, y cada repeticion (llamada ite-
racion) acerca la solucién a lo 6ptimo. Como los célculos asociados con cada iteracion
suelen ser tediosos y voluminosos, es recomendable que estos algoritmos se ejecuten
con la computadora.

Algunos modelos matematicos pueden ser tan complejos que es imposible resol-
verlos con cualquiera de los algoritmos de optimizacién disponibles. En esos casos quiza
sea necesario abandonar la buisqueda de la solucién éptima y simplemente buscar una
buena solucién aplicando la heuristica, y 1a metaheuristica, o bien reglas empiricas.

2 Los problemas 7 y 8 se tomaron y compendiaron de Bruce Goldstein, Cognitive Psychology: Mind,
Research, and Everyday Experience, Wadsworth Publishing, 2005.
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14 MODELOS DE COLAS Y SIMULACION

Las colas y la simulacion estudian las lineas de espera. No son técnicas de optimiza-
cién; mas bien determinan medidas de desempefio de las lineas de espera, como tiem-
po de espera promedio en la cola, tiempo de espera promedio para el servicio, y el uso
de las instalaciones de servicio.

Los modelos de colas utilizan modelos probabilisticos y estocésticos para analizar
lineas de espera, y la simulacién estima las medidas de desempefio al imitar el compor-
tamiento del sistema real. De cierto modo, la simulacién tiene ventajas para observar un
sistema real, ya que la diferencia principal entre las colas y la simulacién es que los mo-
delos de colas son puramente matemaéticos y, en consecuencia, estan sujetos a hipétesis
especificas que limitan el alcance de su aplicacion. La simulacién, por otra parte, es fle-
xible y puede utilizarse para analizar practicamente cualquier situacién de colas.

El uso de la simulacién no esta exento de inconvenientes. El proceso de desarrollar
modelos de simulacion es costoso, tanto en tiempo como en recursos; ademas la ejecu-
cién de los modelos de simulacién suele ser lenta, aun con la computadora mas rapida.

15 EL ARTE DEL MODELADO

Los modelos desarrollados en la seccion 1.1 son representaciones exactas de situaciones
reales. Esto es raro en la IO, ya que la mayoria de las aplicaciones suelen implicar
diversos grados de aproximacién. La figura 1.1 ilustra los niveles de abstraccién que
caracterizan el desarrollo de un modelo de 10. Abstraemos de la situacién real el mundo
real supuesto al concentrarnos en las variables dominantes que controlan el compor-
tamiento del sistema real. El modelo expresa de una manera razonable las funciones
matematicas que representan el comportamiento del mundo real supuesto.

Para ilustrar los niveles de abstraccion en el modelado, considere la Tyko
Manufacturing Company, donde se producen varios recipientes de plastico. Cuando se
emite una orden de produccién al departamento de produccién, las materias primas
necesarias se toman de las existencias de la compaiiia o se adquieren con proveedores

FIGURA 1.1

Niveles de abstraccion en el desarrollo de un modelo

Mundo real

Mundo real supuesto Modelo
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externos. Una vez que se completa un lote de produccidn, el departamento de ventas
se encarga de distribuir el producto a los clientes.
Una pregunta légica al analizar la situacion de Tyko es la determinacién del ta-
mafio de un lote de produccién. ;Cémo puede un modelo representar esta situaciéon?
Al examinar todo el sistema se ve que algunas variables pueden incidir directa-
mente en el nivel de produccion, incluida la siguiente lista (parcial) clasificada por de-
partamentos.

1. Departamento de produccion: Capacidad de produccién expresada en funcion de
las horas de mano de obra y maquina disponibles, inventario en proceso y normas
de control de calidad.

2. Departamento de materiales: Existencias disponibles de materias primas, progra-
mas de entrega de proveedores externos y limitaciones de almacenamiento.

3. Departamento de ventas: Prondstico de ventas, capacidad de las instalaciones de
distribucidn, eficacia de las campaifias publicitarias y el efecto de la competencia.

Cada una de estas variables afecta el nivel de produccién en Tyko. Sin embargo, es real-
mente dificil establecer relaciones funcionales explicitas entre ellas y el nivel de pro-
duccion.

Un primer nivel de abstraccién requiere definir los limites del mundo real su-
puesto. Reflexionando un poco, podemos aproximar el sistema real por medio de dos
pardmetros dominantes:

1. Tasa de produccion.
2. Tasa de consumo.

La determinacidn de la tasa de produccién implica variables como la capacidad de pro-
duccion, las normas de control de calidad y la disponibilidad de las materias primas.
Los datos de ventas determinan la tasa de consumo. En esencia, la simplificacion a par-
tir del mundo real al mundo real supuesto se logra “concentrando” varios pardmetros
del mundo real en un tinico pardmetro del mundo real supuesto.

Ahora es més fécil abstraer un modelo desde el mundo real supuesto. Con las tasas
de produccién y consumo se pueden establecer medidas de exceso o escasez de inventa-
rio. Entonces el modelo abstraido puede construirse para equilibrar los costos conflictivos
de exceso y escasez de inventario; es decir, para minimizar el costo total del inventario.

MAS QUE SOLO MATEMATICAS

Debido a la naturaleza matematica de los modelos de 1O, tendemos a pensar que un
estudio de investigacion de operaciones siempre estd enraizado en el andlisis matema-
tico. Aunque el modelado matematico es fundamental en la IO, primero se deben ex-
plorar métodos més sencillos. En algunos casos se puede obtener una solucién de “sen-
tido comtin” mediante observaciones sencillas. En realidad, como invariablemente el
elemento humano afecta la mayoria de los problemas de decisién, un estudio de la psi-
cologia de las personas puede ser clave para resolver el problema. A continuacién se
presentan tres ejemplos que respaldan este argumento.
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1. Al atender quejas sobre la lentitud de los elevadores en un gran edificio de ofi-
cinas, el equipo de IO percibi6 la situacién en principio como un problema de linea de
espera que podria requerir el uso del andlisis matematico o la simulacién de colas. Des-
pués de estudiar el comportamiento de las personas que se quejaron, el psicélogo del
equipo sugiri6é que se instalaran espejos de cuerpo completo a la entrada de los eleva-
dores. Como por milagro, las quejas desaparecieron, ya que las personas se mantenian
ocupadas observandose a si mismas y a las demds mientras esperaban el elevador.

2. En un estudio de los mostradores de documentacién en un gran aeropuerto
inglés, un equipo de consultores estadounidenses y canadienses utilizé la teoria de
colas para investigar y analizar la situacién. Una parte de la solucién recomendaba uti-
lizar letreros bien colocados que urgieran a los pasajeros cuya salida era en 20 minutos
a que avanzaran al inicio de la cola y solicitaran el servicio de inmediato. La solucién
no tuvo éxito porque los pasajeros, en su mayoria britdnicos, estaban “condicionados a
un comportamiento muy estricto en las colas” y, por consiguiente, se rehusaban a ade-
lantarse a otros que esperaban en la cola.

3. En una fundidora de acero en India, primero se producen lingotes a partir del
mineral de hierro, los cuales se utilizan después en la fabricacion de varillas y vigas de
acero. El gerente not6 una gran demora entre la produccion de los lingotes y su trans-
ferencia a la siguiente fase de fabricacion (donde se elaboraban los productos finales).
Idealmente, para reducir el costo de recalentamiento la fabricacion debia comenzar en
cuanto los lingotes salieran del horno. Al principio el problema se percibié como una
situacion de equilibrio de la linea de produccion, el cual podria resolverse reduciendo
la produccién de lingotes o incrementando la capacidad del proceso de fabricacion. El
equipo de IO utiliz6 tablas sencillas para registrar la produccién de los hornos durante
los tres turnos del dia. Se descubrié que aun cuando el tercer turno comenzaba a las
11:00 p.M., la mayoria de los lingotes se producian entre las 2:00 y las 7:00 A.M. Una in-
vestigacion més a fondo revel6 que los operadores del turno preferian descansar mas
al principio del turno y luego compensar durante la madrugada la produccién perdida.
El problema se resolvié “nivelando” la produccién de los lingotes a lo largo del turno.

De estos ejemplos se pueden sacar tres conclusiones:

1. Antes de aventurarse en un complicado modelado matematico, el equipo de
10 debe explorar la posibilidad de utilizar ideas “agresivas” para resolver la situacion.
La solucién del problema de los elevadores con la instalacion de espejos se basé en la
psicologia humana més que en el modelado matematico. También es més sencilla y
menos costosa que cualquier recomendacién que un modelo matematico pudiera
haber producido. Quizds esta sea la razén de que los equipos de investigaciéon de ope-
raciones suelan recurrir a los conocimientos de personas “externas” que se desem-
peflan en campos no matematicos (el psicolégico en el caso del problema de los eleva-
dores). Este punto fue aceptado y ejecutado por el primer equipo de 1O en Inglaterra
durante la Segunda Guerra Mundial.

2. Las soluciones se originan en las personas y no en la tecnologia. Cualquier so-
lucién que no tome en cuenta el comportamiento humano probablemente falle. Aun
cuando la soluciéon matemadtica del problema del aeropuerto britanico pudo haber sido
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razonable, el hecho de que el equipo consultor no se percatara de las diferencias cultu-
rales entre los Estados Unidos e Inglaterra (los estadounidenses y los canadienses tien-
den a ser menos formales) dio por resultado una recomendacién que no se podia
poner en préctica.

3. Un estudio de IO no debe iniciar con el prejuicio de utilizar una herramienta
matematica especifica antes de que se justifique su uso. Por ejemplo, como la progra-
macion lineal es una técnica exitosa, existe la tendencia de utilizarla para modelar
“cualquier” situacion. Esa forma de proceder suele conducir a un modelo matematico
del todo alejado de la situacidn real. Por lo tanto, es imperativo que se analicen prime-
ro los datos disponibles aplicando las técnicas mds simples siempre que sea posible
(por ejemplo, promedios, graficas e histogramas), para determinar el origen del proble-
ma. Una vez que se define el problema, puede decidirse cudl serd la herramienta més
apropiada para la solucién.’ En el problema de la fundidora de acero, todo lo que se
necesitaba para aclarar la situacién de la produccion de lingotes era la elaboracion de
tablas sencillas.

FASES DE UN ESTUDIO DE 10

Los estudios de investigacion de operaciones se basan en la labor de equipo, donde los
analistas de IO y el cliente trabajan codo con codo. Los conocimientos de modelado de
los analistas de 10 se deben complementar con la experiencia y cooperacién del clien-
te para quien realizan el estudio.

Como herramienta de toma de decisiones, la IO es tanto una ciencia como un
arte. Es una ciencia por las técnicas matemadticas que incorpora, y un arte porque el
éxito de las fases que conducen a la solucién del modelo matemético depende en gran
medida de la creatividad y experiencia del equipo de I10. Willemain (1994) manifiesta
que “una practica [de 10] eficaz requiere mds que competencia analitica. También re-
quiere, entre otros atributos, juicio técnico (es decir, cudndo y como utilizar una técni-
ca dada), asi como habilidades de comunicacién y supervivencia organizacional”.

Es dificil prescribir cursos de accidn especificos (semejantes a los que indica la
teoria precisa de la mayoria de los modelos matematicos) para estos factores intangi-
bles. Sin embargo, podemos ofrecer lineamientos generales para la implementacién de
la IO en la préctica.

Para implementar la IO en la préctica, las fases principales son:

. Definicién del problema.
Construccion del modelo.

Solucién del modelo.
Validacion del modelo.
. Implementacién de la solucion.

N A W -

3 Decidir sobre un modelo matematico especifico antes de justificar su uso es como “poner la carreta ade-

lante del caballo”, y me recuerda la historia de un viajero aéreo frecuente, paranoico en cuanto a la po-
sibilidad de una bomba terrorista a bordo del avién. Calcul6 la probabilidad de que semejante desgracia
pudiera ocurrir, y aunque resulté muy pequeila no bast6 para calmar su angustia. Desde entonces, siempre
llevaba una bomba en su portafolio porque, segiin sus célculos, jla probabilidad de que hubiera dos bom-
bas a bordo era practicamente cero!
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La fase 3, que se ocupa de la solucion del modelo, es 1a mejor definida y por lo general la
més facil de implementar en un estudio de IO, porque maneja principalmente modelos ma-
tematicos precisos. La implementacion de las fases restantes es mds un arte que una teorfa.

La definicién del problema implica definir el alcance del problema investigado.
Esta funcién debe ser realizada por todo el equipo de IO. El objetivo es identificar tres
elementos principales del problema de decision: (1) descripcion de las alternativas de
decision; (2) determinacion del objetivo del estudio, y (3) especificacién de las limita-
ciones bajo las cuales funciona el sistema modelado.

La construccion del modelo implica un intento de transformar la definicién del pro-
blema en relaciones matematicas. Si el modelo resultante se ajusta a uno de los modelos
matematicos estdndar, como la programacion lineal, se suele obtener una solucién utili-
zando los algoritmos disponibles. Por otra parte, si las relaciones matematicas son dema-
siado complejas como para permitir la determinacién de una solucién analitica, el equipo
de IO puede optar por simplificar el modelo y utilizar un método heuristico, o bien consi-
derar la simulacion, si es lo apropiado. En algunos casos, una simulacién matematica
puede combinarse con modelos heuristicos para resolver el problema de decision, como
lo demuestran los andlisis de casos del capitulo 26, que se encuentra en el sitio web.

La solucién del modelo es por mucho la més sencilla de todas las fases de IO por-
que implica el uso de algoritmos de optimizacién bien definidos. Un aspecto importan-
te de la fase de solucién del modelo es el andlisis de sensibilidad. Tiene que ver con la
obtencion de informacién adicional sobre el comportamiento de la solucién 6ptima
cuando el modelo experimenta algunos cambios de parametros. El andlisis de sensibi-
lidad es particularmente necesario cuando no se pueden estimar con precision los
pardmetros del modelo. En estos casos es importante estudiar el comportamiento de la
solucion 6ptima en el entorno de los pardmetros estimados.

La validez del modelo comprueba si el modelo propuesto hace en realidad lo que
dice que hace, es decir, ;predice adecuadamente el comportamiento del sistema que se
estudia? Al principio, el equipo de IO debe estar convencido de que el resultado del mo-
delo no contenga “sorpresas”. En otras palabras, ;tiene sentido la solucién? ;Los resul-
tados sin intuitivamente aceptables? Del lado formal, un método comtn de comprobar
la validez de un modelo es comparar su resultado con resultados histdricos. El modelo es
valido si, en condiciones de datos de entrada iguales, reproduce de forma razonable el
desempefio pasado. Sin embargo, no suele haber seguridad de que el desempefio futuro
continuard copiando el comportamiento pasado. Ademads, como el modelo se basa en el
examen cuidadoso de datos pasados, la comparacion propuesta casi siempre es favora-
ble. Si el modelo propuesto representara un sistema nuevo (inexistente), no habria datos
histéricos disponibles. En esos casos podemos utilizar la simulacién como una herra-
mienta independiente para comprobar el resultado del modelo matematico.

La implementacién de la solucién de un modelo validado implica la transforma-
cién de los resultados en instrucciones de operaciéon comprensibles que se emitirdn a
las personas que administrardn el sistema recomendado. La responsabilidad de esta
tarea recae principalmente en el equipo de IO.

ACERCA DE ESTE LIBRO

Morris (1967) afirma que “la enseflanza de los modelos no es lo mismo que la en-
sefianza del modelado”. Tuve en cuenta esta importante aseveracion durante la prepa-
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racién de la novena edicidn, e hice todo el esfuerzo posible por presentar el arte del
modelado en la 1O con la inclusién de modelos realistas en el libro. Dada la importan-
cia de los célculos en la IO, el libro analiza la forma en que los algoritmos tedricos se
acomodan en los cédigos de computadoras comerciales (vea la seccién 3.7). También
presenta herramientas extensivas para realizar los cédlculos, que van desde TORA
orientado al aspecto tutorial, hasta los paquetes comerciales Excel, Excel Solver y
AMPL.

La investigacién de operaciones es tanto un arte como una ciencia; el arte de
describir y modelar el problema, y la ciencia de resolver el modelo utilizando algorit-
mos matemadticos precisos. Un primer curso en la materia debe permitir al estudiante
apreciar la importancia de ambas 4reas. Esto proporcionard a los usuarios de 10 la
clase de confianza que normalmente no se obtendria si la capacitacion se enfocara s6lo
en el aspecto artistico de la IO, con el pretexto que las computadoras pueden liberar al
usuario de la necesidad de entender por qué funcionan los algoritmos de solucién.

Las habilidades de modelado y cédlculo pueden mejorarse por el estudio de los
casos practicos editados. Para ayudarle en este sentido, el capitulo 26 en el sitio web
incluye 15 casos totalmente desarrollados y analizados que comprenden la mayor
parte de los modelos de IO que se presentan en este libro. También se incluyen 50
casos basados en aplicaciones de la vida real en el apéndice E en el sitio web. Se dispo-
ne de més estudios de casos en periddicos y publicaciones. En particular, Interfaces
(publicado por INFORMS) es una rica fuente de diversas aplicaciones de 1O.
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2.1

CAPITULO 2

Modelado con programacion lineal

Aplicacién de la vida real. Frontier Airlines adquiere combustible de una
manera econémica

La carga de combustible de un aviéon puede hacerse en cualquiera de las escalas a lo
largo de una ruta de vuelo. El precio del combustible varia entre escalas y se pueden ob-
tener ahorros potenciales cargando mas combustible en un lugar més econémico para
usarlo en tramos de vuelo subsecuentes. La desventaja es que el peso adicional del com-
bustible cargado hara que se consuma mads gasolina. La programacion lineal (PL) y la
heuristica se utilizan para determinar la cantidad 6ptima de carga de combustible que
equilibre el costo del consumo excesivo frente a los ahorros en el costo del combustible.
El estudio, realizado en 1981, arrojé ahorros netos de aproximadamente $350,000 al
afio. El caso 1 en el capitulo 26 en el sitio web, proporciona los detalles del estudio. Es
interesante que ahora, con el reciente aumento del costo del combustible, muchas ae-
rolineas estén utilizando software para adquirir combustible con base en la PL.

MODELO DE PL CON DOS VARIABLES

En esta seccion analizaremos la solucién grafica de una programacion lineal (PL) con
dos variables. Aun cuando en la préctica dificilmente ocurren problemas de dos varia-
bles, el tratamiento proporciona fundamentos concretos para el desarrollo del algorit-
mo simplex general que se presenta en el capitulo 3.

Ejemplo 2.1-1 (La compaiia Reddy Mikks)
Reddy Mikks produce pinturas para interiores y exteriores con dos materias primas, M1y M2.
La tabla siguiente proporciona los datos basicos del problema.

Toneladas de materia prima por tonelada de Disponibilidad
diaria maxima
Pintura para exteriores  Pintura para interiores (toneladas)
Materia prima, M1 6 4 24
Materia prima, M2 1 2 6
Utilidad por tonelada ($1000) 5 4

13
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Una encuesta de mercado indica que la demanda diaria de pintura para interiores no puede
exceder la de pintura para exteriores en mds de una tonelada. Asimismo, que la demanda diaria
maxima de pintura para interiores es de dos toneladas.

Reddy Mikks se propone determinar la (mejor) combinacién 6ptima de pinturas para inte-
riores y exteriores que maximice la utilidad diaria total.

Todos los modelos de 10O, incluido el de PL, constan de tres componentes basicos.

1. Las variables de decision que pretendemos determinar.
2. El objetivo (la meta) que necesitamos optimizar (maximizar o minimizar).
3. Las restricciones que la solucion debe satisfacer.

La definicién correcta de las variables de decision es un primer paso esencial en el desarrollo del
modelo. Una vez hecha, la tarea de construir la funcién objetivo y las restricciones es mds directa.

Para el problema de Reddy Mikks necesitamos determinar las cantidades diarias que se
deben producir de pinturas para exteriores e interiores. Asi, las variables del modelo se definen
como sigue:

x1 = Toneladas producidas diariamente de pintura para exteriores
x, = Toneladas producidas diariamente de pintura para interiores

La meta de Reddy Mikks es maximizar (es decir, incrementar lo més posible) la utilidad
diaria de ambas pinturas. Los dos componentes de la utilidad diaria total se expresan en funcién
de las variables x; y x, como sigue:

Utilidad de la pintura para exteriores = 5x; (en miles de délares)
Utilidad de la pintura para interiores = 4x, (en miles de délares)

Si z representa la utilidad diaria total (en miles de délares), el objetivo (0 meta) de Reddy Mikks
se expresa como sigue

Maximizar z = 5xq + 4x;

A continuacién definimos las restricciones que limitan el consumo de las materias primas y
la demanda del producto. Las restricciones en las materias primas se expresan verbalmente como

( Consumo de una materia) _ (Disponibilidad méxima)
prima por ambas pinturas,/ de materia prima

El consumo diario de la materia prima M1 es de 6 toneladas por tonelada de pintura para exte-
riores, y de 4 toneladas por tonelada de pintura para interiores. Por lo tanto

Consumo de materia prima M1 por ambas pinturas = 6x; + 4x, toneladas/dia
Asimismo,
Consumo de materia prima M2 por ambas pinturas = 1x; + 2x; toneladas/dia

Las disponibilidades diarias de las materias primas M1y M2 son de 24 y 6 toneladas, respectiva-
mente. Asf pues, las restricciones en las materias primas son

6xy + 4x, = 24 (Materia prima M1)

x1 + 2x, = 6 (Materia prima M2)
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La primera restricciéon en la demanda del producto estipula que la produccién diaria de pin-
tura para interiores no debe exceder a la de pintura para exteriores en mds de 1 tonelada, lo cual
se traduce en

X, —x;y =1 (Limite del mercado)
La segunda restriccion limita la demanda diaria de pintura para interiores a 2 toneladas, es decir,
x, =2 (Limite de la demanda)

Una restriccién implicita (o “sobreentendida”) requiere que todas las variables, x1 y x,, asu-
man solo valores positivos o cero. Las restricciones, expresadas como x; = 0y x, = 0 se conocen
como restricciones de no negatividad.

El modelo completo de Reddy Mikks es

Maximizar z = 5xq + 4x;

sujeto a
6X1 + 4x2 =24 (1)
x1+2x = 6 2)
- X1 + X7 = 1 (3)
Xy = 2 4)
X1, Xp = 0 (5)

Todos los valores de x; y x, que satisfacen las cinco restricciones constituyen una solucion fac-
tible. De lo contrario la soluciéon es no factible. Por ejemplo, la solucién x; = 3 toneladas por dia y
x, = 1 tonelada por dia es una solucién factible porque no viola ninguna de las cinco restricciones.
Este resultado se confirma sustituyendo (x; = 3,x, = 1) en el lado izquierdo de cada restriccion.
En la restriccion (1) tenemos 6x; + 4x, = 6 X 3 + 4 X 1 = 22,1a cual es menor que el lado derecho
de la restriccion (= 24). Las restricciones 2 a 5 se comprueban de la misma manera (jhagalo!). Por
otra parte, la solucién x; = 4y x; _ 1, es no factible porque no satisface por lo menos una restric-
cidn, por ejemplo la restriccion (1):6 X 4 + 4 X1 = 28, 1a cual es mayor que el lado derecho (= 24).

La meta del problema es determinar la solucién éptima, es decir la mejor solucién factible
que maximice la utilidad total z. Primero utilizamos el método grafico (seccién 2.2) para demos-
trar que el problema de Reddy Mikks tiene una cantidad infinita de soluciones factibles, una pro-
piedad compartida por todas las PL no triviales. Esto significa que el problema no puede ser re-
suelto por enumeracién. En vez de eso, necesitamos un algoritmo que determine la soluciéon
optima en una cantidad finita de pasos. El método grafico en la seccion 2.2,y su generalizacion al-
gebraica en el capitulo 3, explican los detalles del algoritmo deseado.

Comentarios. El objetivo y la funcién de restricciéon en todas las PL deben ser lineales.
Adicionalmente, todos los pardmetros (coeficientes de las funciones objetivo y de restriccion)
del modelo se conocen con certeza.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.1A

1. Para el modelo de Reddy Mikks, defina las siguientes restricciones y expréselas con un
lado izquierdo lineal y un lado derecho constante:
*(a) La demanda diaria de pintura para interiores supera la de pintura para exteriores
por al menos una tonelada.
(b) El consumo diario de materia prima M2 en toneladas es cuando mucho de 6 y por
lo menos de 3.



16

2.2

2.21

Capitulo 2 Modelado con programacioén lineal

*(¢) La demanda de pintura para interiores no puede ser menor que la demanda de pin-
tura para exteriores.

(d) La cantidad minima de pintura que debe producirse tanto para interiores como
para exteriores es de 3 toneladas.

*(e) La proporcion de pintura para interiores respecto de la produccién total de pintura
para interiores y exteriores no debe exceder de 5.

2. Determine la mejor solucion factible entre las siguientes soluciones (factibles y no facti-
bles) del modelo de Reddy Mikks:

@ x =1,x,=4.
(b)) x1=2,x,=2.
(© x;=3,x,=15.
d) x,=2,x,=1.
e x1=2,x,=-1.
*3. Para la solucién factible x; = 2,x, = 2 del modelo de Reddy Mikks, determine las canti-
dades no usadas de las materias primas M1y M2.

4. Suponga que Reddy Mikks vende su pintura para exteriores a un solo mayorista con un
descuento. La utilidad por tonelada es de $5000 si el contratista compra no mds de 2 to-
neladas diarias, y de $4500 en los demads casos. Exprese matematicamente la funcién
objetivo. ; Es lineal la funcién resultante?

SOLUCION GRAFICA DE LA PL'
La solucién grafica incluye dos pasos:

1. Determinar el espacio de soluciones factibles.

2. Determinar la solucién 6ptima de entre todos los puntos localizados en el espa-
cio de soluciones.

A continuacién se muestran dos ejemplos para mostrar como se manejan las fun-
ciones objetivo de maximizacién y minimizacion.

Solucion de un modelo de maximizacion

Ejemplo 2.2-1
Este ejemplo resuelve el modelo de Reddy Mikks del ejemplo 2.1-1.

Paso 1.  Determinacién del espacio de soluciones factibles.
Antes que nada, considere las restricciones de no negatividad x; =0y x, = 0. En la fi-
gura 2.1, el eje horizontal x; y el eje vertical x, representan las variables de pintura
para exteriores e interiores, respectivamente. Asi pues, las restricciones de no negativi-
dad limitan las variables al primer cuadrante (sobre el eje x; y a la derecha del eje x,).

! La solucién grafica de una PL con dos variables, aunque dificilmente es ttil en la préctica, proporciona
ideas que son cruciales para entender el método simplex algebraico general que se presenta en el capitulo 3.
El médulo gréfico interactivo TORA es en especial ttil para experimentar con el método grafico. La seccién
2.3 presenta los paquetes comerciales Excel Solver y AMPL. Su uso se demuestra mediante diversas aplica-
ciones de PL practicas en la seccién 2.4.
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Espacio factible del modelo de Reddy Mikks

Para tener en cuenta las otras cuatro restricciones, primero sustituya cada desi-
gualdad con una ecuacion, y luego trace la linea recta resultante localizando dos puntos
diferentes. Por ejemplo, después de sustituir 6x; + 4x; = 24 con la linea recta 6x; + 4x,

= 24, se determinan dos puntos distintos haciendo x; = 0 para obtener x, = % =6

y luego que x, = 0 para obtener x; = % = 4. De este modo, la linea 6x; + 4x, = 24

que pasa por los puntos (0,6) y (4,0) es la linea (1) que se muestra en la figura 2.1.

A continuacién consideramos el efecto de la desigualdad que divide el plano
(x1,x2) en dos semiplanos, uno a cada lado de la linea trazada. S6lo una de estas dos
mitades satisface la desigualdad. Para determinar el lado correcto seleccionamos
(0,0) como punto de referencia. Si (0,0) satisface la desigualdad, entonces el lado en
que esta es el semiplano factible; de lo contrario, es el otro lado. El uso del punto de
referencia (0,0) se ilustra con la restriccion 6x; + 4x, =24.Como6 X0 +4 X 0=0
es menor que 24, el semiplano que representa la desigualdad (1) incluye el origen (lo
que se indica con la direccién de la flecha en la figura 2.1).

Conviene seleccionar (0,0) por computadora como punto de referencia porque
siempre da un valor de cero al lado izquierdo de la restriccion. Sin embargo, si la
linea pasa por el origen, en ese caso debe usarse como punto de referencia cualquier
otro punto que no esté sobre la linea.

La aplicacién del procedimiento de punto de referencia a todas las restricciones
del modelo produce las restricciones que se muestran en la figura 2.1 (jcompruébe-
lo!). El espacio de soluciones factibles es el drea en el primer cuadrante que satisface
todas las restricciones al mismo tiempo. En la figura 2.1 todos los puntos en o sobre
el limite del &rea ABCDEF definen el espacio de soluciones factibles. Todos los pun-
tos fuera de esta drea son no factibles.
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Capitulo 2

Modelado con programacion lineal

Momento de TORA.

El médulo de PL grafico TORA controlado por ment es 1til para reforzar su com-
prensién de cémo se grafican las restricciones de PL. Seleccione Linear Programming
enel MAIN menu . Después de ingresar el modelo, en el meni SOLVE/MODIFY
seleccione Solve = Graphical. En la pantalla de resultados podra interactuar con el
trazo de las restricciones, una a la vez, para ver como afecta cada restriccion el espa-

cio de soluciones.

Paso 2.

FIGURA 2.2

Determinacion de la solucién éptima:
La cantidad de puntos de solucién en el espacio factible ABCDEF de la figura 2.1 es
infinita. En consecuencia, se requiere un procedimiento sistemético para determinar
la solucién 6ptima.

En primer lugar, la direccién en la cual se incrementa la funcién de utilidad z = 5x;
+ 4x, (recordemos que estamos maximizando z) se determina asignando valores cre-
cientes arbitrarios a z. Por ejemplo, la utilizacion de z = 10y z = 15 (arbitrarios)
equivaldria a trazar las dos lineas 5x; + 4x, = 10y 5x + 4x, = 15, que identifican la
direccién en la cual se incrementa z, como se muestra en la figura 2.2. La solucion
optima ocurre en C, el punto en el espacio de soluciones més alld del cual cualquier
incremento adicional producira la solucién no factible.

Los valores de x; y x; asociados con el punto 6ptimo C se determinan resolvien-
do las ecuaciones asociadas con las lineas (1) y (2):

6X1 + 4)(72 =24

X1+2)C2=6

Solucién 6ptima del modelo de Reddy Mikks

(Maximizar z = 5x; + 4x,)

Optima: x; = 3 toneladas
X, = 1.5 toneladas
z = $21,000

6x; + 4x, =24

< X1
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Lasoluciénesx; =3yx, =1.5conz =5 X3 + 4 X 1.5 =21, que demanda una
combinacién de producto diaria de 3 toneladas de pintura para exteriores,y 1.5 tone-
ladas de pintura para interiores. La utilidad diaria asociada es de $21,000.

Una caracteristica importante de la solucién de PL 6ptima es que siempre esté
asociada con un punto de esquina del espacio de soluciones (donde, en dos dimensio-
nes, se intersecan dos lineas). Esto es cierto incluso si la funcién objetivo es paralela a
una restriccion. Por ejemplo, si la funcién objetivo es z = 6x1 + 4x;, la cual es parale-
la a la restriccion 1, siempre podemos decir que la soluciéon éptima ocurre en el
punto de esquina B o C. En realidad, cualquier punto sobre el segmento de linea BC
serd una solucién éptima alternativa (vea también el ejemplo 3.5-2); sin embargo, la
observacion importante en este caso es que los puntos de esquina B 'y C definen to-
talmente el segmento de linea BC.

Momento TORA.

Puede interactuar con TORA para ver que la solucién 6ptima siempre estd asociada
con un punto de esquina. En la pantalla de resultados puede hacer clic en
View/Modify Input Data para modificar los coeficientes de la funcién objetivo y
resolver de nuevo graficamente el problema. Puede utilizar las siguientes funciones
objetivo para comprobar la idea propuesta.

@ z =5 +x
(b) z=5x +4x,
() z=1x +3x
d) z=—x +2x
() z=-"2x+x

(f) = "X — X

La notable observacién de que la solucién 6ptima de PL siempre estd asociada con un punto de
esquina indica que su bisqueda puede limitarse a una cantidad finita de puntos (y no a una infi-
nita). De hecho, en este pequefio ejemplo la solucién Optima se determina tan s6lo con enume-
rar todos los puntos de esquina, como se muestra en la tabla siguiente:

Punto de esquina (x1, x2) z
A (0,0) 0
B (4,0) 20
Cc 3,1.5) 21 (OPTIMA)
D (2,2) 18
E (1,2) 13
F (0,1) 4

A medida que aumenta la cantidad de restricciones y variables, los puntos de esquina tam-
bién lo hacen, y el procedimiento de enumeracién propuesto se hace computacionalmente
impractico. No obstante, la observacion con respecto al rol de los puntos de esquina al identificar
la solucién 6ptima es clave para el desarrollo del algoritmo algebraico general, llamado método
simplex, que se estudiaré en el capitulo 3.
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.2A

1. Determine el espacio factible para cada una de las siguientes restricciones independien-
tes, dado que xq,x, = 0.
*@ —3x;t+tx, =6
(b) x; —2x, =5
() 2xy —3x, =12
d x—x=0
*e) —x1+x=0
2. Identifique la direccién de incremento de z en cada uno de los casos siguientes:
*(a) Maximizar z = x; — x,

(b) Maximizar z = —5x; — 6x,
(¢) Maximizar z = —x; + 2x,
*(d) Maximizar z = —3x; + x,

3. Determine el espacio de soluciones y la solucién 6ptima del modelo de Reddy Mikks
para cada uno de los siguientes cambios independientes:

(a) La demanda diaria maxima de pintura para exteriores es de 2.5 toneladas.

(b) La demanda diaria de pintura para interiores es por lo menos de 2 toneladas.

(¢) Lademanda diaria de pintura para interiores es exactamente 1 tonelada mayor que
la de pintura para exteriores.

(d) La disponibilidad diaria de la materia prima M1 es por lo menos de 24 toneladas.

(e) La disponibilidad diaria de la materia prima M1 es por lo menos de 24 toneladas, y
la demanda diaria de pintura para interiores es mayor que la de pintura para exte-
riores en por lo menos 1 tonelada.

4. Una compaiiia que funciona 10 horas al dia fabrica dos productos en tres procesos se-
cuenciales. La siguiente tabla resume los datos del problema:

Minutos por unidad

Utilidad

Producto Proceso 1 Proceso 2 Proceso 3 unitaria
1 10 6 8 $2
2 5 20 10 $3

Determine la combinacion 6ptima de los dos productos.

*§, Una compaiiia fabrica dos productos, A y B. El volumen de ventas de A es por lo menos
80% de las ventas totales de A y B. Sin embargo, la compafifa no puede vender mds de
100 unidades de A por dia. Ambos productos utilizan una materia prima, cuya disponibi-
lidad diaria méxima es de 240 1b. Las tasas de consumo de la materia prima son de 2 1b
por unidad de A y de 4 Ib por unidad de B. Las utilidades de A y B son de $20 y $50, res-
pectivamente. Determine la combinacién éptima de productos para la compaiifa.

6. Alumco fabrica ldminas y varillas de aluminio. La capacidad de produccién maxima se
estima en 800 laminas o 600 varillas por dia. La demanda diaria es de 550 ldminas y 580
varillas. La utilidad por tonelada es de $40 por ldmina y de $35 por varilla. Determine la
combinacién de produccién diaria 6ptima.

*7. Una persona desea invertir $5000 durante el préximo afio en dos tipos de inversion. La
inversion A reditda 5% y la inversion B 8%. La investigacion de mercado recomienda
una asignacion de por lo menos 25% en A y cuando mucho 50% en B. Ademés, la inver-
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sion A debe ser por lo menos de la mitad de la inversién B. ; Cémo deben asignarse los

fondos a las dos inversiones?

La divisién de educacion continua del Colegio Comunitario Ozark ofrece un total de 30 cur-

sos cada semestre. Los cursos ofrecidos suelen ser de dos tipos: practicos y de humanidades.

Para satisfacer las demandas de la comunidad, se deben ofrecer por lo menos 10 cursos de

cada tipo cada semestre. La divisién estima que los ingresos por el ofrecimiento de cursos

précticos y humanistas son aproximadamente de $1500 y $1000 por curso, respectivamente.

(a) Idee una oferta de cursos Optima para el colegio.

(b) Demuestre que el costo por curso adicional es de $1500, el cual es igual al ingreso
por curso practico. ;Qué significa este resultado en funcién de la oferta de cursos
adicionales?

ChemLabs utiliza las materias primas / y II para producir dos soluciones de limpieza

doméstica, A y B. Las disponibilidades diarias de las materias primas /'y II son de 150 y

145 unidades, respectivamente. Una unidad de solucién A consume .5 unidades de la ma-

teria prima 7,y 0.6 unidades de la materia prima /7, en tanto que una unidad de la solu-

cién B consume 0.5 unidades de la materia prima 7,y .4 unidades de la materia prima /1.

Las utilidades por unidad de las soluciones A y B son de $8 y $10, respectivamente. La

demanda diaria de la solucidn A es de entre 30 y 150 unidades, y la de la solucién B va de

40 a 200 unidades. Determine las cantidades de produccién 6ptimas de A y B.

La tienda de abarrotes Ma-and-Pa tiene un espacio de anaqueles limitado y debe utilizar-

lo con eficacia para incrementar las utilidades. Dos marcas de cereal, Grano y Wheatie,

compiten por un total de espacio de 60 pies’en anaqueles. Una caja de Grano ocupa

2 pies?, y una caja de Wheatie requiere .4 pies>. Las demandas diarias maximas de Grano

y Wheatie son de 200 y 120 cajas, respectivamente. Una caja de Grano reditda una utili-

dad neta de $1.00 y la de una de Wheatie es de $1.35. Ma-and-Pa considera que como la

utilidad neta de Wheatie es 35% mayor que la de Grano, a Wheatie se le debe asignar

35% mas espacio que a Grano,lo que equivale a asignar aproximadamente 57% a

Wheatie y 43% a Grano. ;Usted qué piensa?

Jack es un estudiante novato en la Universidad de Ulern. Se da cuenta de que “sélo traba-

jo y nada de diversién me hacen ser un chico aburrido”. Jack desea distribuir su tiempo

disponible de aproximadamente 10 horas al dia entre las tareas y la diversién. Estima que
divertirse es dos veces mds entretenido que hacer tareas. Pero también desea estudiar por
lo menos el mismo tiempo que le quiere dedicar a la diversién. Sin embargo, Jack com-
prende que para cumplir con sus tareas no puede divertirse mas de 4 horas al dia. ;Cémo
debe distribuir su tiempo para maximizar su placer tanto de trabajar como de divertirse?

Wild West produce dos tipos de sombreros tejanos. El sombrero tipo 1 requiere el doble

de mano de obra que el tipo 2. Si toda la mano de obra disponible se dedica sélo al tipo

2,la compaiiia puede producir un total de 400 sombreros tipo 2 al dia. Los limites de
mercado respectivos para el tipo 1 y el tipo 2 son de 150 y 200 sombreros por dia, respec-

tivamente. La utilidad es de $8 por sombrero tipo 1,y de $5 por sombrero tipo 2.

Determine la cantidad de sombreros de cada tipo que maximice la utilidad.

Show & Sell puede publicitar sus productos en la radio y la television locales. El presu-

puesto para publicidad se limita a $10,000 al mes. Cada minuto de publicidad en radio

cuesta $15 y cada minuto de comerciales en televisién $300. Show & Sell quiere anunciar-
se en radio por lo menos dos veces mds que en television. Por el momento, no es practico
utilizar mas de 400 minutos de publicidad por radio al mes. Por experiencias pasadas, se
estima que la publicidad por television es 25 veces mds efectiva que la de la radio.

Determine la asignacién éptima del presupuesto a publicidad por radio y television.

Wyoming Electric Coop posee una planta generadora de energia de turbina de vapor.

Como en Wyoming abundan los depdsitos de carbdn, la planta genera su vapor con

carbén. Esto, sin embargo, puede conducir a emisiones que no satisfagan las normas de

la Agencia de Proteccién Ambiental (EPA, por sus siglas en inglés). Las normas de la
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15.

16.

17.

Agencia de Proteccion Ambiental limitan la descarga de bidxido de azufre a 2000 partes
por millén por tonelada de carbén quemado, y la descarga de humo por las chimeneas de
la planta a 20 1b por hora. La Coop recibe dos tipos de carbén pulverizado, C1 y C2, para
usarlos en la planta de vapor. Los dos tipos se suelen mezclar antes de la combustién. Por
simplicidad, se supone que la cantidad de azufre contaminante descargado (en partes
por millén) es un promedio ponderado de la proporcion de cada tipo utilizado en la
mezcla. Los siguientes datos se basan en el consumo de 1 tonelada por hora de cada uno
de los dos tipos de carbén.

Descarga de azufre Descarga de humo Vapor generado
Tipo de carb6n en partes por millén en Ib por hora en Ib por hora
C1 1800 2.1 12,000
Cc2 2100 9 9000

(a) Determine la proporcién 6ptima para mezclar los dos tipos de carboén.

(b) Determine el efecto de rebajar el limite de descarga de humo en una libra sobre la
cantidad de vapor generado por hora.
Top Toys planea una nueva campaia de publicidad por radio y TV. Un comercial de
radio cuesta $300 y uno de TV $2000. Se asigna un presupuesto total de $20,000 a la cam-
pafia. Sin embargo, para asegurarse de que cada medio tendrd por lo menos un comercial
de radio y uno de TV, lo maximo que puede asignarse a uno u otro medio no puede ser
mayor que el 80% del presupuesto total. Se estima que el primer comercial de radio lle-
gard a 5000 personas, y que cada comercial adicional llegard s6lo a 2000 personas nuevas.
En el caso de la television, el primer anuncio llegaré a 4500 personas y cada anuncio adi-
cional a 3000. ; Cémo debe distribuirse la suma presupuestada entre la radio y laTV?
Burroughs Garment Company fabrica camisas para caballero y blusas de dama para las
tiendas de descuento Wallmart, corporacion que aceptara toda la produccion surtida por
Burroughs. El proceso de produccién incluye el corte, la costura y el empaque. Burroughs
emplea 25 trabajadores en el departamento de corte, 35 en el de costura, y 5 en empaque.
La fabrica trabaja un turno de 8 horas, 5 dias a la semana. La siguiente tabla muestra los
requerimientos de tiempo y utilidades por unidad para las dos prendas:

Minutos por unidad

Utilidad
Prenda Corte Costura Empaque unitaria ($)
Camisas 20 70 12 8
Blusas 60 60 4 12

Determine el programa de produccién semanal 6ptimo para Burroughs.

Una compaiifa mueblera fabrica escritorios y sillas. El departamento de aserrado corta la
madera para ambos productos, la que luego se envia a los distintos departamentos de en-
samble. Los muebles ensamblados se envian para su acabado al departamento de pintu-
ra. La capacidad diaria del departamento de aserrado es de 200 sillas o de 80 escritorios.
El departamento de ensamble de sillas puede producir 120 sillas diarias, y el de ensamble
de escritorios produce 60 escritorios. La capacidad del departamento de pintura es de 150
sillas, 0 110 escritorios. Dado que la utilidad por sillas es de $50 y la de un escritorio es de
$100, determine la combinacién de produccién éptima para la compaiiia.
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*18. Una linea de ensamble compuesta de tres estaciones consecutivas produce dos modelos
de radio: HiFi-1 y HiFi-2. La siguiente tabla muestra los tiempos de ensamble de las tres
estaciones de trabajo.

Minutos por unidad

Estacion de trabajo  HiFi-1 HiFi-2
1 6 4
2 5 5
3 4 6

El mantenimiento diario de las estaciones 1,2 y 3 consume 10, 14 y 12%, respectivamen-
te, de los 480 minutos maximos disponibles por cada estacién por dia. Determine la com-
binacién de productos 6ptima que minimizard el tiempo ocioso (o no utilizado) en las
tres estaciones de trabajo.

19. Experimento con TORA. Ingrese la siguiente PL en TORA, y seleccione el modo de solu-
cién grafica para que aparezca la pantalla gréafica de PL.

Minimizar z = 3x; + 8x,

sujeto a
Xy +x= 8
2x1 - 3X2 =0
X, + 2x, = 30
31 —x,= 0
X1 =10
X2 = 9
X1, Xp = 0

A continuacidn, en una hoja de papel trace a escala los ejes x; y x, para el problema
(también puede hacer clic en la opcién Print Graph, en la parte superior derecha de la
ventana para obtener una hoja a escala lista para usarse). Ahora, trace a mano una res-
triccion en la hoja preparada y luego haga clic en la ventana izquierda de la pantalla para
verificar su respuesta. Repita la misma operacion para cada restriccion, y termine el pro-
cedimiento con una grafica de la funcidn objetivo. El proceso sugerido se disefid para que
usted ponga a prueba y refuerce su entendimiento de la solucion gréfica de la PL me-
diante una retroalimentacién inmediata de TORA.

20. Experimento con TORA. Considere el siguiente modelo de PL:

Maximizar z = 5xq + 4x;

sujeto a
6x; + 4x, = 24
6x; + 3x, = 22.5
X+ x =5
X1 + 2X2 = 6
- X + Xy = 1
X2 = 2
X, x= 0

En PL se dice que una restriccion es redundante si su eliminacién del modelo no modifica
el espacio de soluciones factibles. Use el medio gréfico de TORA para identificar las res-
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tricciones redundantes, luego demuestre que su eliminacién (basta con no graficarlas) no
afecta al espacio de soluciones ni a la solucién 6ptima

21. Experimento con TORA. En el modelo de Reddy Mikks, utilice TORA para demostrar
que la eliminacion de las restricciones de la materia prima (restricciones 1y 2) produciria
un espacio de soluciones ilimitado. ;Qué se puede decir en este caso acerca de la solucién
Optima del modelo?

22. Experimento con TORA. En el modelo de Reddy Mikks, suponga que se agrega la si-
guiente restriccion al problema.

XZ23

Utilice TORA para demostrar que el modelo resultante tiene restricciones conflictivas
que no se pueden satisfacer al mismo tiempo, y que por consiguiente no tiene una solu-
cion factible.

Solucién de un modelo de minimizacion

Ejemplo 2.2-2 (Problema de la dieta)

Ozark Farms consume diariamente un minimo de 800 Ib de un alimento especial, el cual es una
mezcla de maiz y soya con las siguientes composiciones:

Ib por 1b de forraje
Forraje Proteina Fibra Costo ($/1b)
Maiz .09 02 .30
Soya .60 06 .90

Las necesidades dietéticas del alimento especial son un minimo de 30% de proteina y un mé-
ximo de 5% de fibra. El objetivo es determinar la mezcla diaria de alimento a un costo minimo.
Las variables de decisién del modelo son

x1 = libras de maiz en la mezcla diaria

X, = libras de soya en la mezcla diaria
El objetivo es minimizar el costo diario total (en délares) de la mezcla de alimento, es decir,
Minimizar z = .3x; + .9x,

Las restricciones representan la cantidad diaria de la mezcla y las necesidades dietéticas. Ozark
Farms requiere un minimo de 800 1b de alimento al dia, es decir,

X1 +X22800

La cantidad de proteina contenida en x; libras de maiz y en x; libras de soya es (.09x; + .6x,) lb.
Esta cantidad debe ser al menos igual al 30% de la mezcla de alimentos total (x; + x;) 1b, es decir,

.09X1 + .6XZ = .3(X1 + Xz)
Asimismo, la necesidad de fibra de 5% maximo se representa como sigue

02x; + .06x;, = .05(x; + x,)
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Las restricciones se simplifican cambiando los términos en x; y x; al lado izquierdo de cada
desigualdad, con s6lo una constante del lado derecho. El modelo completo es

Minimizar z = .3x; + .9x,
sujeto a
x; + xp, =800
21x; — 30x, =0
.03x; — 0lx, =0
X1, X =0

La figura 2.3 muestra la solucion gréfica del modelo. La segunda y tercera restricciones
pasan por el origen. De este modo, a diferencia del modelo de Reddy Mikks del ejemplo 2.2-1, la
determinacion de los semiplanos factibles de estas dos restricciones requiere que se utilice un
punto de referencia diferente de (0,0), por ejemplo, (100,0) o (0,100).

Solucion:

El modelo minimiza el valor de la funcién objetivo al reducir z en la direcciéon que se muestra en
la figura 2.3. La solucién 6ptima es la interseccion de las dos lineas x; + x, = 800y .21x; — .3x;

= 0,y por consiguiente x; = 470.6 Ib y x, = 329.4 1b. El costo minimo de la mezcla de alimentos
esz =.3 X 470.6 + .9 X 329.4 = $437.64 por dia.
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Solucién gréfica del modelo de la dieta



26 Capitulo 2 Modelado con programacion lineal

Comentarios. Nos podriamos preguntar por qué la restricciéon x; + x, = 800 no puede ser
reemplazada con x; + x, = 800 porque no seria ptimo producir mds que la cantidad minima.
Aunque la solucién del presente modelo satisfizo la ecuacidon, un modelo méds complejo puede
imponer restricciones adicionales que requeririan mezclar mas que la cantidad minima. Atin més
importante, la desigualdad, por definicion, es inclusiva del caso de igualdad, de modo que puede
elegirse la ecuacidn si la optimalidad lo requiere. La conclusion es que no debemos “prejuzgar”
la solucién imponiendo la restriccién de igualdad adicional.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.2B

1.

2.

3.

4.

*5.

Identifique la direccién de reduccién de z en cada uno de los siguientes casos:
*(a) Minimizar z = 4x; — 2x,
(b) Minimizar z = —3x; + x,
(¢) Minimiza z = —x; — 2x,

Para el modelo de la dieta, suponga que la disponibilidad diaria de maiz se limita a 450 1b.
Identifique el nuevo espacio de soluciones, y determine la nueva solucién 6ptima.
Para el modelo de la dieta, ;qué tipo de solucién 6ptima daria el modelo si la mezcla de
alimentos no debiera exceder las 800 Ib por dia? ;Tiene sentido la soluciéon?
John debe trabajar cuando menos 20 horas a la semana para complementar sus ingresos al
mismo tiempo que asiste a la escuela. Tiene la oportunidad de trabajar en dos tiendas de me-
nudeo. En la tienda 1 puede trabajar entre 5 y 12 horas a la semana, y en la tienda 2 le permi-
ten trabajar entre 6 y 10 horas. Ambas tiendas pagan el mismo salario por hora. Para decidir
cudntas horas trabajar en cada tienda, John desea basar su decision en la tension del trabajo.
Basado en entrevistas con otros empleados, John estima que, en una escala del 1 al 10, los fac-
tores de tension son 8y 6 en las tiendas 1 y 2, respectivamente. Como la tensién aumenta
cada hora, supone que la tension total en cada tienda al final de la semana es proporcional a
las horas que trabaja en las tiendas. ; Cudntas horas debe trabajar John en cada tienda?
OilCo esté construyendo una refineria para producir cuatro productos: diesel, gasolina, lu-
bricantes y combustible para avion. La demanda minima (en barriles por dia) de cada uno
de esos productos es de 14,000, 30,000, 10,000 y 8000, respectivamente. Iraq y Dubai firma-
ron un contrato para enviar crudo a OilCo. Debido a las cuotas de produccién especifica-
das por la OPEP (Organizacién de Paises Exportadores de Petrdleo), la nueva refinerfa
puede recibir por lo menos 40% de su crudo de Iraq y el resto de Dubai. OilCo pronostica
que la demanda y las cuotas de petrdleo crudo no cambiardn durante los préximos 10 afios.
Las especificaciones de los dos crudos conducen a mezclas de productos diferentes:
Un barril de crudo de Iraq rinde .2 barriles de diesel, .25 barriles de gasolina, 1 barril de
lubricante y .15 barriles de combustible para avion. Los rendimientos correspondientes
del crudo de Dubai son: .1, .6, 1.5 y .1, respectivamente. OilCo necesita determinar la ca-
pacidad minima de la refineria (barriles por dia).
Day Trader desea invertir una suma de dinero que genere un rendimiento anual minimo
de $10,000. Estan disponibles dos grupos de acciones: acciones de primera clase y accio-
nes de alta tecnologia, con rendimientos anuales promedio de 10 y 25%, respectivamente.
Aunque las acciones de alta tecnologia producen un mayor rendimiento, son mas riesgo-
sas, y Trader quiere limitar la suma invertida en estas acciones a no mas de 60% de la
inversion total. ;Cudl es la suma minima que Trader debe invertir en cada grupo de
acciones para alcanzar su objetivo de inversién?
*Un centro de reciclaje industrial utiliza dos chatarras de aluminio, A y B, para producir
una aleacién especial. La chatarra A contiene 6% de aluminio, 3% de silicio, y 4% de car-
boén. La chatarra B contiene 3% de aluminio, 6% de silicio, y 3% de carbén. Los costos
por tonelada de las chatarras A y B son de $100 y $80, respectivamente. Las especificacio-
nes de la aleacion especial requieren que (1) el contenido de aluminio debe ser minimo
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de 3% y maximo de 6%; (2) el contenido de silicio debe ser de entre 3y 5%,y (3) el con-
tenido de carbén debe ser de entre 3y 7%. Determine la mezcla éptima de las
chatarras que deben usarse para producir 1000 toneladas de la aleacion.

8. Experimento con TORA. Considere el modelo de la dieta, y que la funcién objetivo sea
como sigue

Minimizar z = .8x; + .8x,

Use TORA para demostrar que la solucién 6ptima estéd asociada con dos puntos de esqui-
na distintos, y que ambos puntos dan por resultado el mismo valor objetivo. En este caso se
dice que el problema tiene optimos alternativos. Explique las condiciones que conducen a
esta situacion, y demuestre que, en realidad, el problema tiene una cantidad infinita de 6p-
timos alternativos; proporcione luego una férmula para determinar todas esas soluciones.

SOLUCION CON COMPUTADORA, APLICANDO SOLVER Y AMPL

En la practica, los modelos de PL suelen implicar miles de variables y restricciones, y la
computadora es el inico medio viable para resolver problemas de PL. Esta seccion
presenta dos sistemas de software comtnmente utilizados: Excel Solver y AMPL.
Solver es en particular atractivo para los usuarios de hojas de cilculo. AMPL es un len-
guaje de modelado algebraico que, como todos los lenguajes de programacion de alto
grado, requiere mas conocimientos. No obstante, AMPL, y lenguajes similares?, ofrece
una gran flexibilidad de modelado. Aunque la presentacién en esta seccién se concen-
tra en programaciones lineales, tanto AMPL como Solver pueden manejar problemas
enteros y no lineales, como se demostrard en capitulos posteriores.

Solucién de PL con Excel Solver

En Excel Solver, la hoja de célculo es el medio de entrada y salida para la PL. La figura 2.4
muestra la distribucion de los datos para el modelo de Reddy Mikks (archivo
solverRM1.xls). La parte superior de la figura incluye cuatro tipos de informacion: (1) celdas
para ingresar datos (B5:C9 y F6:F9); (2) celdas que representan las variables y la funcién ob-
jetivo (B13:D13); (3) definiciones algebraicas de la funcién objetivo y el lado izquierdo de
las restricciones (celdas D5:D9),y (4) celdas que proporcionan nombres y simbolos explica-
tivos. Solver solamente requiere los primeros tres tipos. El cuarto tipo mejora la legibilidad
aunque no sirve para ningtin otro propdésito. El posicionamiento relativo de los cuatros tipos
de informacion en la hoja de célculo (como se sugiere en la figura 2.4) es conveniente para
la referencia cruzada apropiada de las celdas en Solver, y se recomienda su uso.

{Cbémo se vincula Solver con los datos de la hoja de calculo? En primer lugar, pro-
porcionamos definiciones “algebraicas” de la funcion objetivo y el lado izquierdo de las
restricciones mediante los datos de entrada (celdas B5:C9 y F6:F9), asi como la funcion
objetivo y variables (celdas B13:D13). A continuacién colocamos las férmulas resultan-
tes de forma apropiada en las celdas D5:D9, como se muestra en la siguiente tabla:

Expresion algebraica Férmula en la hoja de cdlculo  Ingresada en la celda
Objetivo z Sx; + 4x, =B5*$B$13+C5*$C$13 D5
Restriccion 1 6x1 + 4x, =B6*$B$13+C6*$C$13 D6
Restriccién 2 x| + 2x, =B7*$B$13+C7*$C$13 D7
Restriccién 3 X+ x =B8*$B$13+C8*$C$13 D8
Restriccion 4 0x; + x, =B9*$B$13+C9*$C$13 D9

2 Entre otros paquetes comerciales conocidos estin AIMMS, GAMS, LINGO, MPL, OPL Studio, y Xpress
Mosel.
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FIGURA 2.4
Definicién del modelo de Reddy Mikks con Excel Solver (archivo solverRM1 .xls)

En realidad, sélo tiene que ingresar la férmula en la celda DS y luego copiarla en las
celdas D6:D9. Para hacerlo de manera correcta, es necesario utilizar la referencia fija
de las celdas que representan a x; y x, (es decir, $B$13 y $C$13, respectivamente).

Las férmulas explicitas que se acaban de describir no son practicas para PL grandes.
En su lugar, la férmula en la celda DS puede escribirse en forma compacta como sigue

= SUMPRODUCT(B5:C5,$B$13:$C$13)
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La nueva férmula puede copiarse entonces en las celdas D6:D9.

Ahora, todos los elementos del modelo de PL ya estdn listos para ejecutar el mo-
delo. Haga clic en el ment Solver de la barra de ments de la hoja de calculo® para ac-
ceder al cuadro de didlogo Solver Parameters (que se muestra en medio de la figura
2.4). A continuacion, actualice el cuadro de didlogo como sigue:

Set Target Cell: $D$5
Equal To: ® Max
By Changing Cells: $B$13:$C$13

Esta informacidn le indica a Solver que las variables de PL (celdas $B$13 y $C$13) se
determinan al maximizar la funcién objetivo en la celda $D$5.

Para establecer las restricciones haga clic en el botéon Add en el cuadro de didlo-
go para desplegar el cuadro Add Constraint (en la parte inferior de la figura 2.4) y
luego ingrese el tipo desigualdad en el lado izquierdo, y el lado derecho de las restric-
ciones como

$D$6:3D$9 <=$F$6:$F$9
Para las restricciones de no negatividad haga clic en el botén Add una vez més e ingrese
$B$13:$C$13>=0

Otra forma de ingresar las restricciones no negativas es hacer clic en la Options del
cuadro de didlogo Solver Parameters para acceder a Solver Options (vea la figura 2.5)
y luego active las casillas [f Assume Non-Negative y [/ Assume Linear Model.

Por lo general no es necesario cambiar los valores predeterminados restantes en
Solver Options. Sin embargo, la precisién predeterminada de .000001 puede ser dema-
siado “alta” para algunos problemas, y Solver puede devolver de forma incorrecta el

Btalver (i

[ — 0000001 i [ iosdmodel... |
o [ »
Comeergence: | 0.0001 | | e |
Samame Linear Heded ] e Autemane Erpling
| Mzgume Monegatve || S Insrabon Besits
L3tmates Leertes s sesrch
& Tangent ) Fowaed © tiewtn FIGURA 2.5
() Quadranc ) Cantrai ) Cmjugate

Cuadro de didlogo Solver
Options (Opciones de Solver)

3 Quiza sea necesario verificar antes Solver como complemento de Excel.

4 En el cuadro de didlogo Add Constraint de la figura 2.4, las dos opciones adicionales int y bin, las cuales
significan integer y binary, se utilizan en programas enteros para limitar las variables a valores enteros y bi-
narios (vea el capitulo 9).
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mensaje “Solver could not find a feasible solution” (Solver no pudo determinar una so-
lucién factible). En esos casos se tiene que especificar una precisiéon menor (es decir,
un valor mayor). Si el mensaje persiste, es posible que el problema sea no factible.

Los nombres de rango descriptivos de Excel pueden usarse para mejorar la legi-
bilidad. Se crea un rango resaltando las celdas deseadas y escribiendo el nombre en el
cuadro superior izquierdo de la hoja, pulsando luego la tecla Return. La figura 2.6
(archivo solverRM2.xls) proporciona los detalles con un resumen de los nombres de rango
utilizados en el modelo. Hay que cotejar el modelo contra el archivo solverRM1.xls
para ver como se utilizan los rangos en las férmulas.

Para resolver el problema haga clic en el botén Solve del cuadro de didlogo Solver
Parameters. De este modo el estado de la solucion aparece en el nuevo cuadro de didlogo
Solver Results. Si la elaboracion del modelo es correcta, el valor 6ptimo de z aparecerd en
la celda D5 y los valores de x; y x, aparecerdn en las celdas B13 y C13, respectivamente.
Por conveniencia, la celda D13 exhibe el valor 6ptimo de z al ingresar la férmula = D5 en
la celda D13,y en celdas contiguas aparece la solucién éptima completa.

Si un problema no tiene una solucién factible, Solver mostraré el mensaje expli-
cito “Solver could not find a feasible solution” (Solver no pudo determinar una solu-
cion factible). Si el valor objetivo éptimo es ilimitado (no finito), Solver emitird un
mensaje un tanto ambiguo “The Set Cell values do not converge” (Los valores de la
celda no convergen). En cualquier caso, el mensaje indica que hay algo erréneo en
la formulacién del modelo, como se vera en la seccion 3.5.

FIGURA 2.6

Uso de nombres de rango en Excel Solver (archivo solverRM2.xls)
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El cuadro de didlogo Solver Results brinda la oportunidad de solicitar mds deta-
lles sobre la solucion, por ejemplo, los reportes de andlisis de sensibilidad. En la seccion
3.6.4 analizaremos estos resultados adicionales.

La solucién del modelo de Reddy Mikks con Solver es directa. Otros modelos
pueden requerir un “poco de inventiva” antes de poder establecerlos. Una clase de mo-
delos de PL que caen en esta categoria tiene que ver con la optimizacion de redes,
como se verd en el capitulo 6.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3A

1. Modifique el modelo de Reddy Mikks de la figura 2.4 para tener en cuenta un tercer tipo
de pintura denominado “marina”. Los requerimientos por tonelada de las materias pri-
mas 1y2son.5y.75 toneladas, respectivamente. La demanda diaria de la nueva pintura
oscila entre .5 toneladas y 1.5 toneladas. La utilidad por tonelada es de $3.5 (miles).

2. Desarrolle el modelo Excel Solver para los siguientes problemas:

(a) Elmodelo de la dieta del ejemplo 2.2-2
(b) Problema 16, conjunto 2.2a
(¢) Problema 5, conjunto 2.2b

Solucion de PL con AMPL®

Esta seccién proporciona una breve introduccion a AMPL. El material en el apéndice
C en el sitio web detalla la sintaxis de AMPL. Se hara referencia a la presentacién en
esta seccidn y con otras presentaciones de AMPL en el libro. Los dos ejemplos que
aqui se presentan se refieren a los fundamentos de AMPL.

Problema de Reddy Mikks. Modelo rudimentario. AMPL cuenta con herramientas
para modelar una PL en un formato manuscrito rudimentario. La figura 2.7 muestra un
c6digo autoexplicativo para el modelo de Reddy Mikks (archivo amplRM].txt). Todas
las palabras clave reservadas aparecen en negritas. Los demds nombres los genera el
usuario. La funcién objetivo y cada una de las restricciones pueden tener nombres
distintos (generados por el usuario) seguidos de punto y coma. Cada instruccién se
cierra con punto y coma.

El formato manuscrito es adecuado para los problemas, en el sentido de que se
requiere un nuevo codigo siempre que se cambian los datos de entrada. Para proble-
mas practicos (con estructura compleja y muchas variables y restricciones), el formato
manuscrito, en el mejor de los casos, es tedioso. AMPL elimina esta dificultad aplican-
do un cédigo que divide el problema en dos componentes: (1) Un modelo algebraico
general para una clase especifica de problemas aplicable a cualquier cantidad de varia-
bles y restricciones, y (2) datos para controlar el modelo algebraico. La implementa-
cién de estos dos puntos se aborda en la siguiente secciéon por medio del problema de
Reddy Mikks.

> Por conveniencia, la versién de AMPL para el estudiante se encuentra en el sitio web. Las actualizaciones
posteriores se pueden descargar de www.ampl.com. AMPL utiliza comandos en linea y no opera en el am-
biente de Windows.
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maximize z: 5*x1+4*x2;
subject to
cl: 6*x1+4*X2<=24;
c2: X1+2*X2<=6;

c3: -x1l+x2<=1; FIGURA 2.7

C4: X2<=2; Modelo AMPL rudimentario para
solve; el problema de Reddy Mikks
display z,x1,x2; (archivo ampIRM].txt)

Problema de Reddy Mikks. Modelo algebraico. La figura 2.8 muestra las instrucciones
del modelo (archivo ampll RM2.txt). El archivo debe ser estrictamente texto (ASCII).
El simbolo # designa el inicio de los comentarios explicativos. Los comentarios pueden
aparecer en renglones distintos o después del punto y coma al final de una instruccién.
El lenguaje es sensible a las mayusculas o minudsculas, y todas sus palabras clave, con
algunas excepciones, se escriben en mintsculas. (La secciéon C.2 en el sitio web
proporciona mas detalles).

Bommm modelo algebraico

maximize z: sum{j in 1..n}c[jl*x[j];
subject to restr{i in 1..m}:
sum{j in 1..n}ali,j]*x[j1<=b[i];

e e e especificar datos del modelo
data;
param n:=2;
param m:=4;
param c:=1 5 2 4;
param b:=1 24 2 6 3 1 4 2;
param a: 1 2 =
1 6 4
2 1 2
3 -1 1
4 0 1;
R e resolver el problema
solve;

display z, Xx;

FIGURA 2.8

Modelo AMPL del problema de Reddy Mikks mediante datos de entrada puestos en el cédigo fuente
(archivo ampll RM2.txt)
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El modelo algebraico en AMPL visualiza el problema de PL general con 7 varia-
bles y m restricciones en el siguiente formato genérico:

n
Maximizar z: >\ ¢; x;
=
n

sujeto a restri: > a;x; = b;,i = 1,2,...m
j=1

xp=0,7=12,...,n

Asi se dan a la funcién objetivo y a la restriccion i los nombres (especificados por usua-
rio) z y restr;.

El modelo se inicia con las instrucciones param que declaran a m, n, ¢, by a;
como parametros (0 constantes) cuyos valores especificos se dan en la seccion de datos
de entrada del modelo. Traduce ¢;(j = 1,2,...,n) como c¢{1. .n}; b;(i = 1,2,...,m) como
b{1..m},ya;(i =1,2,...,m,j=1,2,...,n)comoa{1l..m, 1..n}.A continuacién,las va-
riables x;(j = 1,2,...,n), junto con la restriccién de no negatividad, las define la instruc-
cién var

var x{1..n}>=0;

Una variable se considera no restringida si elimina >=0 de su definicién. La notacién en
{} representa el conjunto de subindices dentro del cual se definen un param o una var.

El modelo se desarrolla de la siguiente manera, en funcién de los pardmetros y
las variables. La funcién objetivo y las restricciones tienen nombres distintos seguidos
por dos puntos (:). La instruccién objetivo es una traduccion directa de maximizar

n
= ECI'XI':
j=1

maximize z: sum{j in 1..n}c[jl*x[j];

A la restriccion i se le da el nombre raiz restr con un indice dentro del conjunto

{1..m}:
restr{i in 1..m}:sum{j in 1..n}ali,jl*x[jl<=b[i];

n
La instruccién es una traduccién directa de restrizai,-x,- = b,
j=1

Ahora el modelo algebraico puede utilizarse con cualquier conjunto de datos
aplicables que se puedan ingresar después de la instruccién data;. Para el modelo de
Reddy Mikks, los datos indican a AMPL que el problema tiene 2 variables (param
n:=2;) y 4 restricciones (param m:=4;). Se debe utilizar el operador compuesto : =,y
la instruccién debe iniciar con la palabra clave param. Para los pardmetros de un solo
subindice, c y b, cada elemento estd representado por su indice seguido de su valor y se-
parados al menos por un espacio en blanco. Asi,c; = 5y ¢y = 4 se ingresan como

param c:= 1 5 2 4;

Los datos para la instruccion param b se ingresan del mismo modo.
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Para el parametro con subindice doble a;;, €l conjunto de datos se lee como una ma-
triz bidimensional con sus filas que designan a i y sus columnas que designan a j. El
renglén superior define al subindice j, y el subindice i se ingresa al inicio de cada fila como

param a: 1
6

-1
0

B W N e
R R NN

7

El conjunto de datos debe terminar con punto y coma. Observe la ubicacidn obligato-
ria del separador :y el operador compuesto := después de param a.

Ahora el modelo y sus datos ya estan listos. El comando solve;invoca el algorit-
mo de solucién y el comando display z, x; proporciona la solucion.

Para ejecutar el modelo, primero invoque AMPL (haga clic en el comando
ampl.exe del directorio de AMPL). En el indicador ampl: ingrese el siguiente coman-
do model, luego pulse la tecla Return:

model amplRM2.txt;
El resultado del sistema aparecerd entonces en la pantalla como sigue:

MINOS 5.5: Optimal solution found.
2 iterations, objective = 21

z = 21
[*]:=

1 =23

2 =1.5

Los cuatro renglones inferiores son el resultado de ejecutar display z,x;. En realidad,
AMPL dispone de capacidades de formateo que mejoran la legibilidad de los resulta-
dos de salida (vea la seccién C.5.2 en el sitio web).

AMPL permite separar el modelo algebraico y los datos en dos archivos inde-
pendientes. Este arreglo es mds conveniente porque sélo el archivo de datos se tiene
que cambiar una vez que se ha desarrollado el modelo. Para los detalles, vea el final de
la seccion C.2.

AMPL ofrece una amplia variedad de capacidades de programacién. Por ejem-
plo, los datos de entrada y salida pueden asegurarse para que no sean enviados a archi-
vos, hojas de cdlculo y bases de datos externos, y el modelo puede ejecutarse de forma
activa para una amplia variedad de opciones. Los detalles se dan en el apéndice C, en
el sitio web.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3B

1. En el modelo de Reddy Mikks, suponga que se produce un tercer tipo de pintura, llama-
da “marina”. Los requerimientos por tonelada de las materias primas M1y M2son .5y
.75 toneladas, respectivamente. La demanda diaria de la nueva pintura oscila entre .5 to-
neladas y 1.5 toneladas, y la utilidad por tonelada es de $3.5 (mil). Modifique el modelo
de Excel Solver aplicando solver RM2.xIs y el modelo AMPL ampIRM2.txt para tener en
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cuenta la nueva situacién y determinar la soluciéon 6ptima. Compare el esfuerzo adicional
asociado con cada modificacién.

2. Desarrolle modelos AMPL para los siguientes problemas:
(a) Elproblema de la dieta del ejemplo 2.2-2 y determine la solucién 6ptima.
(b) Problema 16, conjunto 2.2a
(¢) Problema 5, conjunto 2.2b

APLICACIONES DE PROGRAMACION LINEAL

Esta seccion presenta modelos realistas de PL en los cuales la definicién de las varia-
bles y la construccién de la funcion objetivo, asi como las restricciones, no son tan directas
como en el caso del modelo de dos variables. Las areas cubiertas por estas aplicaciones
incluyen lo siguiente:

1. Inversion.

2. Planificacién de la produccién y control de inventarios.
3. Planificacién de la mano de obra.

4. Planificacién de desarrollo urbano.

S. Refinacién y mezcla de petrdleo.

Cada modelo se detalla, y se interpreta su solucién 6ptima.

Inversion

Multitud de oportunidades de inversion estdn disponibles para los inversionistas de
hoy. Ejemplos de problemas de inversion son la asignacion de presupuestos de capital
para proyectos, estrategia de inversién en bonos, seleccion de cartera de acciones, y
establecimiento de una politica de préstamos bancarios. En muchas de estas situacio-
nes, la PL puede usarse para seleccionar la combinacién éptima de oportunidades que
maximizaran el rendimiento, al mismo tiempo que se satisfacen los requerimientos es-
tablecidos por el inversionista y el mercado.

Ejemplo 2.4-1 (Modelo de préstamo bancario)

Bank One estd desarrollando una politica de préstamos que implica un méaximo de $12 millones.
La tabla siguiente muestra los datos pertinentes en relacion con los préstamos disponibles.

Tipo de préstamo  Tasa de interés % de deudas impagables

Personal 140 .10
Automoévil 130 .07
Casa 120 .03
Agricola 125 .05
Comercial .100 .02

Las deudas impagables son irrecuperables y no producen ingresos por intereses.

La competencia con otras instituciones financieras dicta la asignacién de 40% minimo de
los fondos para préstamos agricolas y comerciales. Para ayudar a la industria de la construccién
de viviendas en la region, los préstamos para casa deben ser por 1o menos 50% de los préstamos
personales, para automovil, y para casa. El banco limita la proporcién total de las deudas impa-
gables en todos los préstamos a un méaximo de 4%.



36

Capitulo 2 Modelado con programacioén lineal

Modelo matematico: La situacion se refiere a determinar el monto del préstamo en cada cate-
goria, lo que conduce a las siguientes definiciones de las variables:

x1 = préstamos personales (en millones de ddlares)
X, = préstamos para automovil

X3 = préstamos para casa

X4 = préstamos agricolas

X5 = préstamos comerciales

El objetivo del Bank One es maximizar el rendimiento neto, la diferencia entre el ingreso por
intereses y la pérdida por deudas impagables. El ingreso por intereses se acumula sobre los prés-
tamos al corriente. Por ejemplo, cuando se pierde 10% de préstamos personales por deuda im-
pagable, el banco recibird intereses sobre 90% del préstamo; es decir, recibird un interés de 14%
sobre 9x; del préstamo original x;. El razonamiento es valido para los cuatro tipos restantes de
préstamos. Por lo tanto,

Interés total = .14(.9x;) + .13(.93x;) + .12(.97x3) + .125(.95x4) + .1(.98x5)
= .126x; + 1209x, + .1164x3 + .11875x4 + .098x;5
También tenemos
Deuda impagable = .1x; + .07x, + .03x3 + .05x4 + .02x;5
La funcién objetivo combina el ingreso por intereses y la deuda impagable como sigue
Maximizar z = Interés total - Deuda impagable

= (126x; + .1209x, + .1164x3 + .11875x, + .098xs)

- (.1)(1 + .07XZ + .03X3 + .OSX4 + .OZXS)

026x; + .0509x, + .0864x; + .06875x, + .078xs

El problema tiene cinco restricciones:
1. Los fondos totales no deben exceder de $12 (millones):
x1+x2+x3+x4+x5S12

2. Los préstamos agricolas y comerciales deben ser iguales a por lo menos el 40% de todos
los préstamos:

X4+X52.4(X1+X2+X3+X4+X5)
o bien
.4X1 + .4X2 + .4X3 - .6X4 - .6X5 =0

3. Los préstamos para casa deben ser iguales a por lo menos 50% de los préstamos persona-
les, para automovil y para casa:

X3 = .S(X] + X + X3)
o bien

.le + .SX2 - .5)(3 =0



2.4 Aplicaciones de programacién lineal 37

4. Las deudas impagables no deben exceder 4% de todos los préstamos:

dx; + .07x, + .03x3 + .05x4 + .02x5 = .04(x; + x5 + x3 + x4 + Xx5)

o bien
.06](] + .03)62 - .01X3 + .01X4 - .02X5 =0

5. No negatividad:
X1 = O,XZ = O,X3 = 0,X4 = 0,.X5 =0

Una sutil suposicién en la formulacién precedente es que todos los préstamos se emiten
aproximadamente al mismo tiempo. Nos permite pasar por alto las diferencias en el valor del
tiempo de los fondos asignados a los diferentes préstamos.

Solucién:

La solucién 6ptima se calcula utilizando AMPL (archivo amplEx2.4-1.txt):
= 99648, X1 = 0, Xy = 0, X3 = 72, Xq = 0, X5 = 4.8

Comentarios.

1. Quizé se pregunte por qué no definimos el lado derecho de la segunda restriccién como
4 X 12 en lugar de .4(x; + x, + x3 + x4 + xs5). A fin de cuentas, parece razonable que el
banco quiera prestar los $12 (millones). La respuesta es que el uso dado en la formulacién
no desaprueba esta posibilidad, pero hay dos razones més por las que no deberia utilizar
4 X 12:(1) Si otras restricciones en el modelo son tales que no puedan usarse todos los $12
(millones) (por ejemplo, el banco puede limitar los diferentes préstamos), entonces la opcién
4 X 12 podria conducir a una solucién incorrecta o no factible. (2) Si desea experimentar
con el efecto de cambiar los fondos disponibles (por ejemplo, de $12 a $13 millones) en la
solucién 6ptima, es posible que olvide cambiar .4 X 12 a .4 X 13, en cuyo caso la solucién no
seré correcta. Un razonamiento parecido aplica al lado izquierdo de la cuarta restriccion.

2. La solucién éptima requiere que se asignen los $12 millones: $7.2 millones a préstamos
para casa, y $4.8 millones a préstamos comerciales. Las categorias restantes no reciben
nada. El rendimiento de la inversion es

Z .99648

Tasa de rendimiento = I = D = .08034

Esto muestra que la tasa de rendimiento anual combinada es de 8.034%, la cual es menor
que la mejor tasa de interés neta (de 8.64% para préstamos para casa), y nos pregunta-
mos por qué el modelo no aprovecha esta oportunidad. La respuesta es que la estipula-
cién de que los préstamos agricolas y comerciales deben ser iguales a por lo menos 40%
de todos los préstamos (restriccion 2) hace que la solucion asigne $4.8 millones a présta-
mos comerciales a la tasa neta més baja de 7.8%, de ahi la reduccién de la tasa de interés
total a 100(W) = 8.034%. De hecho, si eliminamos la restriccién 2, la so-
lucién Optima asignard todos los fondos a préstamos para casa a la tasa més alta de
8.64% (jinténtelo utilizando el modelo AMPLY!).

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4A

1. Fox Enterprises estd considerando seis posibles proyectos de construccién durante los
proximos 4 anos. Fox puede emprender cualquiera de los proyectos en parte o en su tota-
lidad. La ejecucion parcial de un proyecto prorrateard proporcionalmente tanto el rendi-
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*2.

miento como los desembolsos de efectivo. Los rendimientos (valor presente) y los de-
sembolsos de efectivo para los proyectos se dan en la siguiente tabla.

Desembolso de efectivo ($1000)

Rendimiento

Proyecto Ao 1 Ao 2 Ano 3 Ano 4 ($1000)

1 10.5 14.4 22 24 32.40

2 83 12.6 9.5 31 35.80

3 10.2 14.2 5.6 42 17.75

4 72 10.5 7.5 5.0 14.80

5 12.3 10.1 83 6.3 18.20

6 92 7.8 6.9 5.1 12.35
Fondos disponibles ($1000)  60.0 70.0 35.0 20.0

(a) Formule el problema como un programa lineal, y determine la combinacién éptima
de proyectos que maximice el rendimiento total utilizando AMPL, Solver o TORA.
Pase por alto el valor en el tiempo del dinero.

(b) Suponga que si se emprende una parte del proyecto 2, entonces debe emprenderse
por lo menos una parte igual del proyecto 6. Modifique la formulacién del modelo y
determine la nueva solucién éptima.

(¢) En el modelo original, suponga que los fondos no utilizados al final de un afio se utilizan
en el afio siguiente. Halle la nueva solucién 6ptima, y determine qué tanto cada afio “le
pide prestado” al afio anterior. Por sencillez, pase por alto el valor del dinero en el tiempo.

(d) Suponga en el modelo original que los fondos anuales disponibles para cualquier
aflo se pueden exceder, si fuera necesario, pidiendo prestado a otras actividades fi-
nancieras dentro de la compaiiia. Ignorando el valor del dinero en el tiempo, refor-
mule el modelo de PL y determine la solucién 6ptima. ;Requeriria la nueva soluciéon
que se pida prestado en cualquier afio? De ser asi, ;cudl es la tasa de rendimiento
sobre el dinero pedido en préstamo?

El inversionista Doe dispone de $10,000 para invertirlos en cuatro proyectos. La tabla si-

guiente presenta el flujo de efectivo para las cuatro inversiones.

Flujo de efectivo ($1000) al inicio del

Proyecto Ao 1 Aiio 2 Ao 3 Ao 4 Ao 5
1 —1.00 0.50 0.30 1.80 1.20
2 —1.00 0.60 0.20 1.50 1.30
3 0.00 —1.00 0.80 1.90 0.80
4 —-1.00 0.40 0.60 1.80 0.95

La informacién que aparece en la tabla puede interpretarse como sigue: Para el proyecto
1, $1.00 invertido al inicio del afio 1 redituara $.50 al inicio del afio 2; $.30 al inicio del afio
3;$1.80 al inicio del afio 4,y $1.20 al inicio de afio 5. Las entradas restantes pueden inter-
pretarse de la misma manera. La entrada 0.00 indica que no se estdn realizando transac-
ciones. Doe tiene opcidn adicional de invertir en una cuenta bancaria que gana 6.5%
anual. Todos los fondos acumulados al final del afio 1 pueden volverse a invertir en el afio
siguiente. Formule el problema como un programa lineal para determinar la asignacién
6ptima de fondos a oportunidades de inversion. Resuelva el modelo con Solver de AMPL.
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HiRise Construction puede licitar por la adjudicacién de dos proyectos de 1 afio. La siguien-
te tabla da el flujo de efectivo trimestral (en millones de délares) para los dos proyectos.

Flujo de efectivo (en millones de délares) el

Proyecto I deenero 1deabril 1dejulio 1deoctubre 31 de diciembre

I -1.0 -3.1 -1.5 1.8 5.0
I -3.0 2.5 15 1.8 2.8

HiRise dispone de fondos en efectivo que ascienden a $1 mill6n a principios de cada tri-
mestre, y puede pedir prestado un maximo de $1 millén a una tasa de interés anual nomi-
nal de 10%. Cualquier dinero pedido a préstamo debe ser devuelto al final de cada tri-
mestre. El efecto excedente puede ganar un interés trimestral a una tasa anual nominal
de 8%. La acumulacién neta al final de cada trimestre se invierte en el siguiente.

(a) Suponga que a HiRise se le permite una participacion parcial o completa en los dos
proyectos. Determine el nivel de participaciéon que maximizard el efectivo neto acu-
mulado el 31 de diciembre. Resuelva el modelo con Solver de AMPL.

(b) (Es posible pedir prestado dinero en cualquier trimestre y al mismo tiempo termi-
nar con fondos excedentes? Explique.

En anticipacion a los fuertes gastos académicos, Joe y Jill iniciaron un programa de inver-

sién anual en el octavo cumpleafios de su hijo, el cual terminard hasta que cumpla die-

ciocho afios. Planean invertir las siguientes cantidades al principio de cada afio:

Afo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cantidad ($) 2000 2000 2500 2500 3000 3500 3500 4000 4000 5000

Para evitar sorpresas desagradables, quieren invertir el dinero sin riesgo en las siguientes
opciones: Ahorros asegurados con rendimiento anual de 7.5%, bonos del gobierno a seis
afios que rinden 7.9% y cuyo precio de mercado actual es de 98% de su valor nominal,
ademads de bonos municipales a 9 afios que rinden 8.5% y cuyo precio de mercado actual
es de 1.02 de su valor nominal. ;Cémo deberad invertirse el dinero?

Un ejecutivo empresarial tiene la opcion de invertir en dos planes. El plan A garantiza
que cada dolar invertido ganard $.70 al afio, y el plan B garantiza que cada délar inverti-
do ganaré $2 después de 2 afios. En el plan A, las inversiones pueden hacerse anualmen-
te,y en el plan B sélo se permiten durante periodos que sean multiplos de 2 afios. ; Cémo
debe invertir el ejecutivo $100,000 para maximizar las ganancias al final de 3 afios?
Resuelva el modelo utilizando Solver de AMPL.

Un apostador participa en un juego que requiere dividir entre cuatro opciones el dinero
apostado. El juego tiene tres resultados. La tabla siguiente presenta la ganancia o pérdida
correspondiente por ddlar para las diferentes opciones del juego.

Rendimiento por ddlar depositado en la opcién

Resultado 1 2 3 4
1 =3 4 —7 15
5 -3 9 4
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El apostador tiene un total de $500, los cuales puede apostar s6lo una vez. El resultado
exacto del juego no se conoce a priori. Debido a esta incertidumbre, la estrategia del apos-
tador es maximizar la ganancia minima producida por los tres resultados. ; Cémo debera
el apostador asignar los $500 entre las cuatro opciones? Resuelva el modelo con Solver de
AMPL. (Sugerencia: La ganancia neta del apostador puede ser positiva, cero o negativa).

7. Lewis (1996). Las facturas en una casa se reciben mensualmente (por ejemplo, servicios e
hipoteca de la casa), trimestralmente (pagos de impuestos estimados), semestralmente
(como los seguros), o anualmente (renovaciones y pagos vencidos de suscripciones). La
siguiente tabla da las facturas mensuales durante el préximo afio.

Mes | Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic. |Total

$ 800 1200 400 700 600 900 1500 1000 900 1100 1300 1600 |12000

Para solventar estos gastos, la familia aparta $1000 cada mes, cantidad que es el promedio
del total dividido entre 12 meses. Si el dinero se deposita en una cuenta de ahorros con-
vencional, puede ganar un interés anual de 4%, siempre que permanezca en la cuenta
por lo menos 1 mes. El banco también ofrece certificados de depdsito a 3 y 6 meses que
pueden ganar el 5.5% y 7% de interés anual, respectivamente. Desarrolle un programa
de inversion de 12 meses que maximizard la ganancia total de la familia durante el afio.
Establezca cualesquier suposiciones o requerimientos necesarios para llegar a una solu-
cién factible. Resuelva el modelo con Solver de AMPL.

Planificacion de la produccién y control de inventario

Abundan las aplicaciones de PL para planificar la produccién y para controlar inven-
tarios. Esta seccion presenta tres ejemplos. El primero tiene que ver con la programa-
cioén de la produccién para satisfacer una demanda de un periodo tnico. El segundo se
refiere al uso del inventario en un sistema de produccién de mdltiples periodos para
satisfacer la demanda futura, y el tercero tiene que ver con el uso del inventario, y la
contratacién y despido de personal para “nivelar” la produccién durante un horizonte
de planificaciéon de multiples periodos.

Ejemplo 2.4-2 (Modelo de produccion de un periodo unico)

En preparacién para la temporada invernal, una compaiiia fabricante de ropa estd manufactu-
rando abrigos de piel con capucha y chamarras con relleno de plumas de ganso, pantalones con
aislamiento y guantes. Todos los productos se elaboran en cuatro departamentos diferentes:
corte, aislamiento, costura y empaque. La compaiia recibié pedidos en firme de sus productos.
El contrato estipula una penalizacién por los articulos no surtidos. Elabore un plan de produc-
cién 6ptimo para la compaiiia, con base en los siguientes datos:

Tiempo por unidades (h)

Departamento Chamarras Relleno de plumas Pantalones Guantes Capacidad (h)
Corte .30 .30 25 A5 1000
Aislamiento 25 35 .30 .10 1000
Costura 45 .50 40 22 1000
Empaque 15 15 1 .05 1000
Demanda 800 750 600 500

Utilidad unitaria $30 $40 $20 $10

Penalizacién por unidad $15 $20 $10 $8
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Modelo matematico: Las variables del problema son

x1 = cantidad de chamarras con capucha

X, = cantidad de chamarras con relleno de plumas

x3 = cantidad de pantalones

x4 = cantidad de pares de guantes

Se penaliza a la compaififa si no cumple la demanda. El objetivo es entonces maximizar la utili-
dad neta, definida como

Utilidad neta = Utilidad total — Penalizacion total

La utilidad total es 30x; +40x; + 20x3 + 10x4. Para calcular la penalizacion total, las restriccio-
nes de la demanda pueden escribirse como sigue

X1 + N 800, X2 + Sy = 750, X3 + §3 = 600, X4 + Sq4 = 500,
X =0,5,=0,j=17234

La nueva variable s; representa la escasez en la demanda del producto j, y la penalizacion total se
calcula como 1551 + 20s, + 10s3 + 8s4. El modelo completo se escribe entonces como sigue

Maximizar z = 30x; + 40x, + 20x3 + 10x4 — (15s; + 20s, + 10s3 + 8sy)

sujeto a
30x; + .30x, + 25x3 + .15x, = 1000
25x; + 35x, + 30x3 + .10x, = 1000
45x; + 50x, + 40x3 + .22x, = 1000
A5x; + 15x, + .10x3 + .05x4 = 1000
x; + sy = 800, xy + s, = 750, x5 + s3 = 600, x, + s, = 500

XJZO,SIEO,]: 1,2,3,4

Solucién:

La solucién éptima (obtenida utilizando el archivo amplEx2.4.txt) es z = $64,625,x; = 800, x, =
750; x3 = 387.5, x4 = 500, s1 = 5, = 54 = 0,53 = 212.5. La solucién satisface toda la demanda de
ambos tipos de chamarra y los guantes. Una merma de 213 (redondeada desde 212.5) pantalones
representard un costo de penalizacién de 213 X $10 = $2130.

Ejemplo 2.4-3 (Modelo de produccién en inventario durante periodos multiples)

Acme Manufacturing Company firmé un contrato para entregar 100, 250, 190, 140, 220 y 110
ventanas para casa durante los siguientes seis meses. El costo de produccién (mano de obra, ma-
terial y servicios) por ventana varia por periodo y se estima que serd de $50, $45, $55, $52 y $50
durante los proximos seis meses. Para aprovechar las fluctuaciones del costo de fabricacion,
Acme puede producir mas ventanas de las necesarias en un mes dado y conservar las unidades
adicionales para entregarlas en meses posteriores. Esto supondré un costo de almacenamiento a
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razén de $8 por ventana por mes, estimado en el inventario de fin de mes. Desarrolle un progra-
ma lineal para determinar el programa de produccién éptimo.

Modelo matematico: Las variables del problema incluyen la cantidad de produccién mensual y
el inventario de fin de mes. Para que i = 1,2,..., 6, sean

x; = Cantidad de unidades producidas en el mes i

I; = Unidades que quedan en el inventario de fin de mes i

Las relaciones entre estas variables y la demanda mensual durante el horizonte de 6 meses apa-
recen representadas esquematicamente en la figura 2.9. El sistema se inicia vacio (I, = 0).
El objetivo es minimizar el costo total de produccién y del inventario de fin de mes.

Costo de produccion total = 50x; + 45x, + 55x3 + 48x4 + 52x5 + 50x¢
Costo total del inventario (almacenamiento) = 8(I; + I, + I3 + I + I5 + Ig)
Por consiguiente, la funcién objetivo es
Minimizar z = 50x; + 45x, + 55x3 + 48x4 + 52x5 + 50x4
+8(L + L+ L+ I+ Is + I

Las restricciones del problema se determinan directamente a partir de la representacion
que aparece en la figura 2.9. Para cada periodo tenemos la siguiente ecuacion de balance:

Inventario inicial + Cantidad de producciéon — Inventario final = Demanda
La cual se traduce matematicamente para los meses individuales como

x; — I; =100 (Mes1)
I + x, — I, =250 (Mes?2)
I, + x3 — I3 =190 (Mes 3)
I3 + x4 — I, =140 (Mes 4)
Iy + x5 — 15 =220 (Mes5)

Is + x¢ = 110  (Mes 6)

x,i=1,2,...,6,;=0,i =1,2,...,5

vV

Observe que el inventario inicial, /), es cero. Ademads, en cualquier solucién 6ptima, el inventario
final /4 serd cero porque no es costeable incurrir en costos de almacenamiento adicionales inne-
cesarios.

FIGURA 2.9

Representacion esquemadtica del sistema de produccién e inventario

X1 X X3 Xy X5 X

] I I I I

100 250 190 140 220 110
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FIGURA 2.10

Solucién 6ptima del problema de produccion e inventario

100 440 0 140 220 110
Ll 0 190 0 0 0 0
! Y y ! y !
100 250 190 140 220 110
Solucion:

La solucién 6ptima (obtenida utilizando el archivo amplEx2.4-3.txt) se resume en la figura 2.10.
Muestra que la demanda de cada mes se satisface desde la misma produccién del mes excepto en
el mes 2 donde la cantidad producida (= 440 unidades) cubre la demanda de los meses 2 y 3. El
costo total asociado es z = $49,980.

Ejemplo 2.4-4 (Modelo de nivelacion de la produccion para multiples periodos)

Una compaiiia estd planeando fabricar un producto para marzo, abril, mayo y junio del préximo
ano. Las cantidades demandadas son 520, 720, 520 y 620 unidades, respectivamente. La compaifiia
tiene una fuerza de trabajo permanente de 10 empleados pero puede satisfacer las necesidades
de produccién fluctuantes contratando y despidiendo trabajadores temporales. Los costos adi-
cionales de contratar y despedir un trabajador temporal en cualquier mes son de $200 y $400,
respectivamente. Un trabajador de planta produce 12 unidades por mes;y uno temporal, que no
tiene la misma experiencia, produce 10. La compaiiia puede producir més de lo necesario en
cualquier mes y guardar el excedente para el mes subsiguiente a un costo de retencién de $50
por unidad por mes. Desarrolle una politica 6ptima de contratacién y despido durante el hori-
zonte de planificacion de 4 meses.

Modelo matematico: Este modelo es semejante al del ejemplo 2.4-3 en el sentido de que cada
mes tiene su produccién, demanda e inventario final. La tnica excepcion es el manejo de una
fuerza de trabajo permanente comparada con una fuerza de trabajo temporal.

El trabajo realizado por los trabajadores permanentes se toma en cuenta restando las uni-
dades que producen de la demanda mensual respectiva. La demanda restante se satisface enton-
ces contratando y despidiendo trabajadores temporales. Por lo tanto

Demanda restante para marzo = 520 — 12 X 10 = 400 unidades
Demanda restante para abril = 720 - 12 X 10 = 600 unidades
Demanda restante para mayo = 520 — 12 X 10 = 400 unidades
Demanda restante para junio = 620 — 12 X 10 = 500 unidades

Las variables del modelo para el mes i se definen como sigue

x; = Cantidad neta de trabajadores temporales al inicio del mes i después de cualquier
contratacién o despido

S; = Cantidad de trabajadores temporales contratados o despedidos al inicio del mes i

I; = Unidades del inventario final para el mes i
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Por definicion, x; e I; son no negativas, en tanto que S; es irrestricta en cuanto a signo porque es
igual a la cantidad de trabajadores contratados o despedidos en el mes i. Este es el primer caso
en este capitulo del uso de una variable irrestricta. Como se vera en breve, se requiere una susti-
tucién especial para permitir la contratacién y despido en el modelo.

En este modelo, el desarrollo de la funcién objetivo requiere construir primero las restric-
ciones. La cantidad de unidades producidas en el mes i por x; trabajadores temporales es 10x;.
Asi pues, tenemos las siguientes restricciones del inventario:

10x; = 400 + I; (Marzo)
I; + 10x, = 600 + I, (Abril)
I, + 10x3 = 400 + I3 (Mayo)
I3 + 10x4 = 500 (Junio)
Xy, X3, X3, X4 = 0,11, I, 5 = 0
Para contratacién y despido, la fuerza de trabajo temporal se inicia con x; trabajadores a princi-
pios de marzo. A principios de abril x; se ajustara (hacia arriba o hacia abajo) con S, trabajado-

res temporales para generar x;. La misma idea se aplica a x3 y x4, lo que conduce a las siguientes
ecuaciones de restricciones

x =S

X, = x1 + S2

X3 =X + 85

X4 = X3+ 84

S1, 85, 83, S4Irrestrictas en cuanto a signo
Xy, Xa, X3, X4 = 0

A continuacién desarrollamos la funcion objetivo. La meta es minimizar el costo del inven-
tario mds el costo de contratacién y despido. Como en el ejemplo 2.4-3.

Costo de retencion de inventario = 50(y + I, + I3)

El modelado del costo de contratacién y despido es un poco complicado. Dado que los costos de
contratar y despedir a un trabajador temporal son de $200 y $400, respectivamente, tenemos

Costo de Cantidad de trabajadores Cantidad de trabajadores
contratacién | = 200 | temporales contratados al | + 400 | temporales despedidos al
y despido principio de cada mes principio de cada mes

Si la variable S; es positiva, la contratacién ocurre en el mes i. Si es negativa, entonces ocurre el
despido. Esta valoracién “cualitativa” se traduce matematicamente aplicando la sustitucién

S, = S;— S/, donde S;, S =0

Ahora la variable irrestricta S; es la diferencia entre las dos variables no negativas S;y S7.
Podemos pensar en S; como la cantidad de trabajadores temporales contratados, y en S7como la
de despedidos. Por ejemplo, si S;= 5y S7= 0, entonces S; =5 — 0 = + 5, 1o que representa
contratacién. Si S;= 0y ;= 7, entonces S; = 0 — 7 = —7, lo que representa despido. En el pri-
mer caso, el costo de contratacién correspondiente es 200S; = 200 X 5 = $1000, y en el segun-
do caso el costo de despido correspondiente es 400S; = 400 X 7 = $2800.
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La sustitucién S; = S; — S es la base para el desarrollo del costo de contratacién y despi-
do. Primero tenemos que responder una posible pregunta: ;Qué pasa si tanto S; y como S} son
positivos? La respuesta es que esto no puede suceder porque implica tanto contratacién como
despido en el mismo mes. De manera interesante, la teorfa de la PL (capitulo 7) nos dice que S; y
S7 no pueden ser positivos al mismo tiempo, un resultado matematico confirmado por intuicién.

Ahora podemos escribir el costo total de contratacién y despido como

Costo de contratacion = 200(S7 + S; + S3 + S3)
Costo de despido = 400(S7 + S5 + S3 + S3)
El modelo completo es
Minimizar z = 50(f; + I, + I3 + 1) + 200(S7 + S5 + S3 + S%)
+ 400(ST + S5 + ST + S)

sujeto a
10x; = 400 + I
I + 10x, = 600 + I,
I, + 10x3 = 400 + L4
I; + 10x4 = 500
x;p =87 =87
xn=x+S -5
X3 =x,+ 87 — S%
Xy =x3+ Sy — S
S1,81.85,55,55,83,5,,8:=0
Xq, Xo, X3, X4 = 0
L, 5, I5=0
Solucién:

La solucién 6ptima (obtenida utilizando el archivo amplEx2.4-4.txt) es z = $19,500, x; = 50,
X, =50, x5 = 45, x4 = 45, §7 = 50, 8% = 5, I, = 100, I; = 50. Todas las demds variables son
cero. La solucién requiere contratar 50 trabajadores temporales en marzo (S7 = 50), y conser-
var la fuerza de trabajo permanente hasta mayo, cuando se despida a 5 trabajadores temporales
(8% = 5). No se recomienda ninguna otra contratacién o despido hasta finales de junio cuando,
presuntamente, todos los trabajadores temporales serdn despedidos. Esta solucién requiere que
se conserven 100 unidades de inventario hasta mayo, y 50 unidades hasta junio.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4B

1. AutoMate contraté a ToolCo para que abastezca sus tiendas de descuento automotrices
con llaves inglesas y cinceles. La demanda semanal de AutoMate consiste en por lo
menos 1500 llaves inglesas y 1200 cinceles. ToolCo no puede fabricar todas las unidades
solicitadas con su capacidad actual de un turno y debe utilizar tiempo extra y posible-
mente subcontratar a otras fdbricas de herramientas. El resultado es un incremento del



46 Capitulo 2 Modelado con programacioén lineal

costo de produccién por unidad, como se muestra en la siguiente tabla. La demanda del
mercado limita la proporcion entre cinceles y llaves inglesas a por lo menos 2:1.

Intervalo de produccién Costo
Herramienta Tipo de produccién semanal (unidades) unitario ($)
Llaves inglesas Regular 0-550 2.00
Tiempo extra 551-800 2.80
Subcontratacion 801-00 3.00
Cinceles Regular 0-620 2.10
Tiempo extra 621-900 3.20
Subcontratacién 901-00 4.20

(a) Formule el problema como un programa lineal, y determine el programa de produc-
cién 6ptimo para cada herramienta.
(b) Explique por qué la validez del modelo depende del hecho de que el costo de pro-
duccidén unitario sea una funcion creciente de la cantidad producida.
(¢) Resuelva el modelo aplicando AMPL, Solver o TORA.
2. En tres maquinas se procesan cuatro productos en secuencia. La siguiente tabla propor-
ciona los datos pertinentes del problema:

Tiempo de fabricacién por unidad (h)

Midquina Costo porh ($)  Producto1 Producto2 Producto3 Producto4 Capacidad (h)
1 10 2 3 4 2 500
5 3 2 1 2 380
3 4 7 3 2 1 450

Precio de venta
unitario ($) 75 70 55 45

Formule el problema como un modelo de PL, y determine la solucién 6ptima con AMPL,
Solver o TORA.

*3. Un fabricante produce tres modelos, I, Il y III, de un producto determinado con las mate-
rias primas A y B. La siguiente tabla proporciona los datos del problema:

Requerimientos por unidad

Materia prima 1 11 11 Disponibilidad
A 2 3 5 4000
B 4 2 7 6000
Demanda minima 200 200 150
Precio por unidad ($) 30 20 50

Las horas de trabajo por unidad del modelo I son dos veces las del I y tres veces las del
II1. Toda la fuerza de trabajo de la fabrica puede producir el equivalente a 1500 unidades
del modelo 1. Los requerimientos del mercado especifican las proporciones 3:2:5 para la
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produccién de los tres modelos respectivos. Formule el problema como un programa li-
neal, y halle la solucién 6ptima con AMPL, Solver o TORA.

. La demanda de helado durante los tres meses de verano (junio, julio y agosto) en All-
Flavor Parlor se estima en 500, 600 y 400 cartones de 20 galones, respectivamente. Dos
mayoristas, 1 y 2, le surten helado a All-Flavors. Aunque los sabores de los dos proveedo-
res son diferentes, son intercambiables. El maximo de cartones que cada proveedor
puede surtir es de 400 por mes. Ademas, el precio de los dos proveedores cambia de un
mes al siguiente, segun la tabla:

Precio por cartén en el mes de

Junio Julio Agosto
Proveedor 1 $100 $110 $120
Proveedor 2 $115 $108 $125

Para aprovechar la fluctuacién del precio, All-Flavor puede comprar mds de lo que nece-
sita en un mes y guardar el excedente para satisfacer la demanda en un mes posterior. El
costo de refrigerar un cartén de helado es de $5 por mes. En la presente situacion es rea-
lista suponer que el costo de refrigeracion estd en funcién de la cantidad de cartones pro-
medio disponibles durante el mes. Desarrolle un modelo para determinar el programa
6ptimo de compra de helado a los dos proveedores, y determine la soluciéon éptima con
TORA, Solver o AMPL.

. La demanda de un articulo durante los siguientes cuatro trimestres es de 300, 400 y 250
unidades, respectivamente. El precio por unidad es de $20 en el primer trimestre y se
incrementa $2 cada trimestre en lo sucesivo. El proveedor no puede surtir més de 400
unidades en cualquier trimestre. Aunque podemos aprovechar los bajos precios en los
primeros trimestres, se incurre en un costo de almacenamiento de $3.50 por unidad de
trimestre. Ademads, el méximo de unidades que puede conservar de un trimestre al si-
guiente no puede exceder de 100. Desarrolle un modelo de PL para determinar el pro-
grama de compra 6ptimo del articulo para satisfacer la demanda y determine la solucién
optima con AMPL, Solver o TORA.

. Se contrat6 a una compaiiia para que manufacturara dos productos, A y B, durante los
meses de junio, julio y agosto. La capacidad de produccion total (expresada en horas)
varia mensualmente. La siguiente tabla proporciona los datos basicos de la situacién:

Junio Julio Agosto
Demanda de A (unidades) 500 5000 750
Demanda de B (unidades) 1000 1200 1200
Capacidad (h) 3000 3500 3000

Las tasas de produccién por hora son .75 y 1 para los productos A y B, respectivamente. Se
debe satisfacer toda la demanda; sin embargo, la de un mes posterior se puede satisfacer
con la produccién de uno anterior. Para cualquiera de los productos A y B guardados de un
mes al siguiente, los costos de retencién son de $.90 y $.75 por unidad, respectivamente. Los
costos de produccién unitarios de los dos productos, A y B, son de $30 y $28, respectiva-
mente. Desarrolle un modelo de PL para determinar el programa de produccién 6ptimo
para los dos productos y determine la solucién éptima con AMPL, Solver o TORA.
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*7. El proceso de fabricacion de un producto consta de dos operaciones sucesivas, I y II. La si-
guiente tabla proporciona los datos pertinentes durante los meses de junio, julio y agosto.

Junio Julio Agosto
Demanda del producto terminado (unidades) 500 450 600
Capacidad de la operacion I (h) 800 700 550
Capacidad de la operacion II (h) 1000 850 700

Producir una unidad del producto implica .6 horas en la operacién I, mds .8 horas en la
operacion II. Se permite la sobreproduccién o el producto terminado en parte (en la ope-
racion I), o el producto terminado (en la operacion II) en cualquier mes para su uso en
un mes posterior. Los siguientes costos de retencion correspondientes son de $.20 y $.40
por unidad por mes. El costo de produccién varia por operacién y por mes. Para la opera-
cion 1, el costo de produccion unitario es de $10, $12 y $11 en junio, julio y agosto, respec-
tivamente. Para la operacion 2, el costo correspondiente de produccion unitario es de
$15, $18 y $16. Desarrolle un modelo de PL para determinar el programa de produccién
6ptimo para las dos operaciones en el horizonte de 3 meses, y determine la solucién 6pti-
ma con AMPL, Solver o TORA.

8. En dos méquinas se fabrican dos productos en secuencia. El tiempo disponible en cada
maquina es de 8 horas por dia y puede incrementarse hasta 4 horas de tiempo extra, si es
necesario, a un costo adicional de $100 por hora. La siguiente tabla proporciona la tasa
de produccidn en las dos méaquinas, asi como el precio por unidad de los dos productos.

Tasa de produccién (unidades/h)

Producto 1 Producto 2
Midquina 1 5 5
Méquina 2 8 4
Precio por unidad ($) 110 118

Desarrolle un modelo de PL para determinar el programa de produccién 6ptimo y el uso re-
comendado de tiempo extra, si lo hay. Resuelva el problema con AMPL, Solver o TORA.

Planificacion de la mano de obra

Las fluctuaciones de la fuerza de trabajo para satisfacer la demanda variable con el tiempo pue-
den lograrse mediante el proceso de contratacién y despido, como se demostré en el ejemplo
2.4-4. Hay situaciones en las que el efecto de las fluctuaciones de la demanda puede ser “absor-
bido” ajustando las horas de inicio y terminacién de un turno de trabajo. Por ejemplo, en lugar de
seguir las horas de inicio de los tres turnos de 8 horas tradicionales a las 8:00 A.M., 3:00 M. y
11:00 .M., podemos utilizar turnos de 8 horas con traslapes en los que la hora de inicio de cada
uno se establece en respuesta al aumento o reduccién de la demanda.

La idea de redefinir el inicio de un turno para absorber la fluctuacién de la demanda tam-
bién puede extenderse a otros ambientes de operacion. El ejemplo 2.4-5 hace referencia a la de-
terminacion de la cantidad minima de autobuses que se requieren para satisfacer las necesidades
de transporte durante las horas pico y normales.
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Aplicacion de la vida real. Planificacion del personal de ventas por teléfono
en Qantas Airways

La linea aérea australiana Qantas opera sus oficinas de reservaciones principales de
7:00 a 22:00, con turnos de 6 horas que comienzan a diferentes horas del dia. Qantas
utilizé la PL (con el andlisis de colas integrado) para proveer de personal a su oficina
principal de ventas por teléfono de manera eficiente y proporcionar al mismo tiempo
un servicio conveniente a sus clientes. El estudio, realizado a finales de la década de
1970, permitié ahorros anuales de mas de 200,000 délares australianos por afio. El es-
tudio se detalla en el caso 15, capitulo 26, en el sitio Web.

Ejemplo 2.4-5 (Modelo de horarios de autobuses)

La ciudad de Progreso estudia la factibilidad de utilizar un sistema de autobuses de transporta-
cién masiva para reducir el trafico urbano. El estudio busca la cantidad minima de autobuses que
satisfaga las necesidades de transporte. Después de reunir la informacién necesaria, el ingeniero
de trénsito observé que la cantidad minima de autobuses que se requeria fluctuaba segtin la hora
del dia, y dicha cantidad se podia representar de forma aproximada por valores constantes du-
rante intervalos de 4 horas sucesivos. La figura 2.11 resume los hallazgos del ingeniero. Para rea-
lizar el mantenimiento diario requerido, cada autobus puede operar sélo 8 horas continuas al dia.

Modelo matematico: Las variables del modelo son la cantidad de autobuses necesarios en cada
turno, y las restricciones tienen que ver con la satisfaccién de la demanda. El objetivo es minimi-
zar la cantidad de autobuses en operacion.
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FIGURA 2.11

Cantidad de autobuses en funcién de la hora del dia
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La definicién expresada de las variables es un tanto “imprecisa”. Sabemos que cada autobts
circulard durante 8 horas consecutivas, pero no sabemos cuando debe iniciar un turno. Si segui-
mos un horario normal de tres turnos (8:01 A.M. a 4:00 p.M, 4:01 P.M. a 12:00 medianoche, y 12:01
A.M. a 8:00 A.M.) y suponemos que xq, X, ¥ X3 son las cantidades de autobuses que inician en el
primero, segundo y tercer turnos, en la figura 2.11 podemos ver que x; = 10,x, = 12yx3 = 8.La
cantidad minima correspondiente de autobuses diarios es x; + x; + x3 = 10 + 12 + 8 = 30.

La solucion dada es aceptable sélo si los turnos deben coincidir con el horario de tres turnos
normal. Sin embargo, una ventaja podria ser que el proceso de optimizacion eligiera la “mejor”
hora de inicio de un turno. Una forma razonable de hacerlo es permitir que se inicie un turno
cada 4 horas. La parte inferior de la figura ilustra esta idea con turnos de 8 horas traslapados que
se inician a las 12:01 A.M., 4:00 A.M, 8:01 A.M., 12:01 p.M. y 8:01 P.M. Asi pues, las variables se defi-
nen como

x1 = cantidad de autobuses que comienzan a las 12:01 A.M.

x, = cantidad de autobuses que comienzan a las 4:01 A.M.

x3 = cantidad de autobuses que comienzan a las 8:01 A.M.

x4 = cantidad de autobuses que comienzan a las 12:01 pm.

x5 = cantidad de autobuses que comienzan a las 4:01 P.M.

X = cantidad de autobuses que comienzan a las 8:01 p.m.

En la figura 2.11 podemos ver que debido al traslape de los turnos, la cantidad de autobuses du-
rante los periodos sucesivos de 4 horas se calcula como sigue:

Espacios de tiempo Cantidad de autobuses en operacién
12:01 A.M. a 4:00 A.M. X1 + xg
4:01 AM. a 8:00 A.M. x|+ x,
8:01 A.M. a 12:00 del dia X, + x3
12:01 pM. a 4:00 P.M. X3t x4
4:01 p.M. a 8:00 P.M. X4 + x5
8:01 A.M. a 12:00 A.M. X5 + xg

El modelo completo se escribe entonces como sigue

Minimizarz = x; + x, + x3 + x4 + X5 + X4

sujeto a
X1 + x¢ = 4 (12:01 A.M.-4:00A.M.)
X1+ X, = 8 (4:01A.M.-8:00A.M.)
X, + x3 + = 10 (8:01A.m.-12:00del dia)
=

7 (12:01p.m.-4:00P.M.)
X4 + x5 = 12 (4:01p.m.-8:00P.M.)
X5 + Xg 4 (8:01p.mM.-12:00p.M.)

= 0,j=12...,6

X3+X4+

Vv

v
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Solucién:

La solucidon 6ptima (obtenida utilizando el archivo amplEx2.4-5.xls, solverEx2.4-5.xls, o
toraEx2.4-5.txt) requiere programar 26 autobuses (comparados con 30 cuando se utilizan los tres
turnos tradicionales). El horario requiere x; = 4 autobuses que empiecen a las 12:01 A.M., x, = 10
alas 4:01 A.M., x4 = 8alas 12:01 M.y x5 = 4 a las 4:01 M. (Nota: El archivo solverEx2.4-5.xls da
la solucién 6ptima alternativa x; = 2,x, = 6,x3 = 4,x4 = 6,x5 = 6,y x4 = 2,con z = 26.)

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4C

*1.

*S.

En el ejemplo de los horarios de autobuses suponga que éstos pueden operar turnos de 8
o de 12 horas. Si un autobus opera durante 12 horas, al conductor se le pagan horas extra
a 150% del salario por hora regular. { Recomienda utilizar turnos de 12 horas? Resuelva

el nuevo modelo utilizando AMPL, Solver o TORA.

Un hospital emplea voluntarios para atender la recepcién entre las 8:00 A.M. y las 10:00
p.M. Cada voluntario trabaja tres horas consecutivas, excepto los que entran a las 8:00
P.M., que sélo trabajan 2 horas. Una aproximacién a la necesidad minima de voluntarios
es por medio de una funcién escalonada en intervalos de dos horas, los cuales se inician a
las 8:00 A.M. como 4, 6, 8,6,4,6y 8. Como la mayoria de los voluntarios son pensionados,
estdn dispuestos a ofrecer sus servicios a cualquier hora del dia (8:00 A.M. a 10:00 P.M.).
Sin embargo, como la mayoria de las instituciones caritativas compiten por sus servicios,
la cantidad requerida debe mantenerse lo mas baja posible. Determine un programa 6pti-
mo (utilice AMPL, Solver o TORA) de la hora de inicio de los voluntarios.

En el problema 2, suponga que ningtin voluntario iniciard al mediodia o a una hora en
que se impliquen el almuerzo y la comida. Desarrolle la PL, y determine el horario 6pti-
mo utilizando AMPL, Solver o TORA.

En una compaiiia camionera de cargas pequeiias, los andenes de la terminal incluyen tra-
bajadores eventuales contratados temporalmente para que se encarguen de las cargas
pico. En el andén de Omaha, Nebraska, la demanda minima de trabajadores eventuales
durante los 7 dias de la semana (a partir del lunes) es de 20, 14,10, 15, 18,10 y 12 trabaja-
dores. Cada trabajador es contratado para que labore 5 dias consecutivos. Desarrolle el
modelo de PL y determine una practica de contratacion semanal 6ptima de trabajadores
eventuales para la compaiiia utilizando AMPL, Solver o TORA.

La mayoria de los departamentos académicos de las universidades contratan estudiantes
para que realicen encargos de oficina. La necesidad de ese servicio fluctia durante las
horas hébiles (8:00 A.M. a 5:00 pM.). En un departamento, la cantidad minima de estu-
diantes requeridos es de 2 entre las 8:00 A.M. y las 10:00 A.M.; 3 entre las 10:01 A.M. y las
11:00 A.M.; 4 entre las 11:01 A.M.y la 1:00 M.,y 3 entre la 1:01 pM. y las 5:00 pM. A cada
estudiante se le asignan 3 horas consecutivas (excepto a los que inician a las 3:01 P.M. que
trabajan 2 horas, y a los que inician a las 4:01 que trabajan 1 hora). Debido al horario fle-
xible de los estudiantes, por lo comtn pueden iniciar a cualquier hora durante el dia de
trabajo, excepto a la hora del almuerzo (12:00 del dia). Desarrolle el modelo de PL y de-
termine un horario que especifique la hora del dia y la cantidad de estudiantes que se re-
portan al trabajo. Use AMPL, Solver o TORA para determinar la solucién.

Una gran tienda de departamentos opera 7 dias a la semana. El gerente estima que la
cantidad minima de vendedores requeridos para proporcionar un servicio agil es de 12 el
lunes, 18 el martes, 20 el miércoles, 28 el jueves, 32 el viernes, y 40 para el sabado y el do-
mingo. Cada vendedor trabaja 5 dias a la semana, con los dos dias de descanso escalona-
dos a lo largo de la semana. Por ejemplo, si 10 personas inician el lunes, 2 pueden tomar
su dia de descanso el martes o el miércoles; 5 el miércoles y jueves, y 3 el sdbado y domin-
go. ;Cudntos vendedores se deben contratar, y como se distribuirdn sus dias de descanso?
Use AMPL, Solver o TORA para determinar la solucién.
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Planificacion de desarrollo urbano®

La planificacién urbana implica atender tres dreas generales: (1) construccion de nue-
vos desarrollos de vivienda; (2) remodelacion de viviendas deterioradas y dreas recrea-
tivas, y (3) planificacién de edificios publicos (escuelas y aeropuertos). Las restriccio-
nes asociadas con estos proyectos son tanto econdmicas (terreno, construcciéon y
financiamiento) como sociales (escuelas, parques y nivel de ingreso). Los objetivos en
la planificacién urbana varian. En los nuevos desarrollos de vivienda, la utilidad suele
ser el motivo para emprender el proyecto. En las dos categorias restantes los objetivos
implican consideraciones sociales, politicas, econémicas y culturales. De hecho, en
un caso divulgado en 2004, el alcalde de una ciudad en Ohio deseaba demoler un
area vieja de la ciudad para construir departamentos de lujo. El motivo era incremen-
tar la recaudacion de impuestos para aliviar la escasez de presupuesto. El ejemplo de
esta seccidn se disefié con base en el caso de Ohio.

Ejemplo 2.4-6 (Modelo de renovacién urbana)

La ciudad de Erstville enfrenta un grave recorte de presupuesto. Buscando una solucién a largo
plazo para mejorar la base tributaria, el consejo de la ciudad propone la demolicién de un area
de viviendas dentro de la ciudad, y su reemplazo con un moderno desarrollo.

El proyecto implica dos fases: (1) demoliciéon de casas populares para obtener el terreno
para el nuevo desarrollo, y (2) construccion del nuevo desarrollo. A continuacion, un resumen de
la situacion.

1. Se pueden demoler 300 casas populares. Cada casa ocupa un lote de .25 acres. El costo de
demoler una casa es de $2000.

2. Los tamaios de los lotes para construir casas unifamiliares, dobles, triples y cuddruples,
son de .18, .28, .4 y .5 acres, respectivamente. Las calles, los espacios abiertos y el area
para la instalacion de servicios, ocupan 15% del drea disponible.

3. En el nuevo desarrollo, las unidades triples y cuddruples ocupan por lo menos 25% del
total. Las unidades sencillas deben ser al menos 20% de todas las unidades, y las unida-
des dobles deben ocupar un minimo de 10%.

4. Elimpuesto por unidad aplicado a las unidades sencillas, dobles, triples y cuddruples es
de $1000, $1900, $2700 y $3400, respectivamente.

5. Elcosto de construccién por unidad de las casas sencillas, dobles, triples y cuddruples es de
$50,000, $70,000, $130,000 y $160,000, respectivamente. El financiamiento a través de un
banco local esta limitado a $15 millones.

(Cudntas unidades de cada tipo se deben construir para maximizar la recaudacién de impuestos?

Modelo matematico: Ademads de determinar cudntas unidades se construirdn de cada tipo de
vivienda, también necesitamos decidir cudntas casas se deben demoler para crear el espacio para
el nuevo desarrollo. Por lo tanto, las variables del problema se definen como sigue:

x; = Cantidad de casas unifamiliares

X, = Cantidad de casas dobles

®Esta secci6n estd basada en Laidlaw (1972)
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x3 = Cantidad de casas triples
x4 = Cantidad de casas cuddruples
x5 = Cantidad de casas viejas a demoler

El objetivo es maximizar la recaudacion total de impuestos de los cuatro tipos de casas, es decir,
Maximizar z = 1000x; + 1900x, + 2700x; + 3400x,
La primera restriccion del problema es la disponibilidad del terreno.

( Acres utilizados para la ) _ ( Area en acres )

construccién de casas nuevas neta disponible

A partir de los datos del problema, tenemos
Acres necesarios para casas nuevas = .18xy + .28x; + .4x3 + .5xy

Para determinar la cantidad de acres disponibles, cada casa demolida ocupa un lote de .25 acres,
es decir .25x5 acres. Considerando 15% para espacios abiertos, calles y dreas para servicios, la
cantidad neta de acres disponibles es de .85(.25x5) = .2125x5. La restriccion resultante es

A8x + 28xy + 4x3 + Sxy = 2125x;
o bien
A8x; + 28xp + 4x3 + Sxg — 2125x5 =0
La cantidad de casas demolidas no puede ser superior a 300, lo cual se expresa como
x5 = 300
A continuacién agregamos las restricciones que limitan la cantidad de casas de cada tipo
(Cantidad de casas unifamiliares) = (20% de todas las casas)
(Cantidad de casas dobles) = (10% de todas las casas)
(Cantidad de casas triples y cuddruples) = (25% de todas las casas)
Estas restricciones se expresan matematicamente como sigue
X1 = 2(x; + xp + x3 + xy)
Xy = A(x; + xp + x3 + xy)
X3+ x4 = 25(x; + xp + x3 + xy)

La tnica restriccion restante se refiere a que el costo de demolicién y construccion se mantenga
dentro del presupuesto permisible, es decir,

(Costo de construccién y demolicién) = (Presupuesto disponible)

Expresando todos los costos en miles de ddlares, tenemos

(50x, + 70x, + 130x; + 160x,) + 2x5 = 15000
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El modelo completo se escribe entonces como sigue
Maximizar z = 1000x; + 1900x, + 2700x3 + 3400x,

sujeto a
A8xy + 28xy + A4x; + Sx4 — 2125x5 =0
x5 = 300
—8x1 + 2x; + 2x3 + 2x4 =0
Axy — 9xp + dx3 + dxy =0
25x1 + 25x; — 75x3 — .T5x4 =0
50x; + 70x, + 130x3 + 160x, + 2x5 = 15000
X1, Xg, X3, X4, X5 = 0
Solucion:

La solucién 6ptima (obtenida utilizando el archivo amplEX2.4-6.txt o solver Ex2.4-6.xls) es:

Recaudacion total de impuestos = $343,965

Cantidad de casas unifamiliares = x; = 35.83 ~ 36 casas
Cantidad de casas dobles = x, = 98.53 =99 casas
Cantidad de casas triples = x3 = 44.79 ~ 45 casas
Cantidad de casas cuadruples = x4 = 0 unidades
Cantidad de casas demolidas = x5 = 244.49 ~ 245 casas

Comentarios. La programacion lineal no garantiza una solucién entera de manera automaética,
y ésta es la razén de redondear los valores continuos al entero més préximo. La solucién redon-
deada requiere que se construyan 180 (= 36 + 99 + 45) casas y que se demuelan 245 casas vie-
jas, lo cual representa $345,600 en impuestos. Tenga en cuenta, sin embargo, que quiza la solucién
redondeada no sea factible. De hecho, la soluciéon redondeada actual viola la restriccién del pre-
supuesto por $70,000 (jcompruébelo!). No obstante, la solucién entera 6ptima verdadera (con
los algoritmos que se presentan en el capitulo 9) es x; = 36,x;, = 98,x3 = 45,x4 = 0,y x5 = 245
con z = $343.700. Observe con cuidado que la solucién redondeada produce un mejor valor ob-
jetivo, lo que parece contradictorio. La razén es que la solucién redondeada requiere que se pro-
duzca una casa doble adicional, lo cual es factible sélo si al presupuesto se le aumentan $70,000.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4D

1. Una inmobiliaria estd desarrollando un 4rea para renta de viviendas y locales comercia-
les. El area de viviendas se compone de departamentos-estudio, casas diplex y unifami-
liares. Se estima que la demanda maxima por parte de los arrendatarios potenciales es de
500 departamentos-estudio, 300 casas diplex y 250 casas unifamiliares, pero la cantidad
de casas duplex debe ser igual como minimo al 50% de la cantidad de departamentos-es-
tudio y casas unifamiliares. El espacio para locales comerciales es proporcional a la canti-
dad de casas en una relacién de por lo menos 10 pies?, 15 pies” y 18 pies’ para departa-
mentos-estudio, casas duiplex y casas unifamiliares, respectivamente. Sin embargo, la
disponibilidad del terreno limita el espacio para locales comerciales a no mas de 10,000
pies®. La renta mensual se estima en $600, $750 y $1200 para departamentos-estudio,
casas duplex y casas unifamiliares, en ese orden. La renta de los locales comerciales es de
$100/pie®. Desarrolle un modelo de PL para determinar el drea 6ptima para locales co-
merciales y la cantidad de casas, y determine la solucién con AMPL, Solver o TORA.

2. El concejo de la ciudad de Fayetteville esté en el proceso de aprobar la construcciéon de
un nuevo centro de convenciones de 200,000 pies”. Se han propuesto dos sitios, y ambos
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requieren ejercer la ley de “dominio inminente”, o de expropiacién, para adquirir la pro-
piedad. La siguiente tabla presenta los datos de las propiedades propuestas (contiguas)
en ambos sitios, junto con el costo de adquisicion.

Sitio 1 Sitio 2

Propiedad  Area (1000 pies?)  Costo ($1000)  Area (1000 pies?) Costo ($1000)

1 20 1000 80 2800
2 50 2100 60 1900
3 50 2350 50 2800
4 30 1850 70 2500
5 60 2950

Se permite la adquisicién parcial de la propiedad. Se debe adquirir 75% como minimo de
la propiedad 4 si se selecciona el sitio 1,y por lo menos 50% de la propiedad 3 si se selec-
ciona el sitio 2. Aunque la propiedad del sitio 1 es mas cara (por pie?), el costo de cons-
truccién es menor que en el sitio 2 porque la infraestructura estd en mejores condiciones.
El costo de construccion es de $25 millones en el sitio 1,y de $27 millones en el sitio 2.

( Cual sitio debe seleccionarse y qué propiedades deben adquirirse? Halle la solucién uti-
lizando AMPL, Solver o TORA.

Una ciudad emprendera cuatro proyectos de renovacién de vivienda urbana durante los
proximos 5 anos. Cada proyecto tiene distinto afio de inicio y duracién diferente. La si-
guiente tabla muestra los datos basicos de la situacién:

Pr
Pr
Pr
Pr
Pr

Costo Ingreso anual
Anol Afo2  Afio3 Afio 4 Afio 5 (millones de $)  (millones $)

oyecto 1 Inicio Terminacién 5.0 .05
oyecto 2 Inicio Terminacion 8.0 .07
oyecto 3 Inicio Terminacién 15.0 15
oyecto 4 Inicio Terminacién 1.2 .02
esupuesto

(millones$) 3.0 6.0 7.0 7.0 7.0

Los proyectos 1y 4 deben terminarse del todo dentro de su tiempo estipulado. Los otros
dos proyectos pueden terminarse parcialmente de ser necesario, siempre y cuando no
excedan su presupuesto. Sin embargo, cada proyecto debe quedar por lo menos con un
avance de 25%. Al final de cada afio, los inquilinos ocupan de inmediato la seccién termi-
nada de un proyecto, y asi se obtiene una cantidad proporcional de ingreso. Por ejemplo, si
en el afio 1 se completa 40% del proyecto y 60% en el afio 3, el ingreso asociado para el
horizonte de planeacién a 5 afios es de .4 X $50,000 (en el afio 2) + .4 X $50,000 (en el
afio 3) + (4 + .6) X $50,000 (en el afio 4) + (.4 + .6) X $50,000 (en el afio 5) = (4 X .4 +
2 X .6) X $50,000. Desarrolle un modelo de PL para determinar el desarrollo de los pro-
yectos que maximice el ingreso total durante la planeacién a 5 afios, y determine la solu-
cién con AMPL, Solver o TORA. Por sencillez, omita el valor del dinero en el tiempo.

La ciudad de Fayetteville va a iniciar un proyecto de renovacién urbano que incluird
casas para personas de bajos y medianos ingresos, departamentos de lujo y viviendas po-
pulares. El proyecto también incluye una escuela primaria publica y locales comerciales.
El tamaiio de la escuela primaria (cantidad de salones de clase) es proporcional a la can-
tidad de alumnos, y el espacio para locales comerciales es proporcional a la cantidad de
viviendas. La tabla siguiente proporciona los datos pertinentes de la situacién:
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Bajos Medianos Altos Viviendas Salones Locales
ingresos ingresos ingresos populares de clase comerciales

Cantidad minima de unidades 100 125 75 300 0
Cantidad maxima de unidades 200 190 260 600 25
Tamaifio de lote por unidad (acres) .05 .07 .03 .025 .045 1
Cantidad promedio de alumnos por unidad 1.3 1.2 N 1.4
Demanda de espacio para locales

comerciales por unidad (acres) .023 .034 .046 .023 .034
Ingreso anual por unidad ($) 7000 12,000 20,000 5000 — 15,000

La nueva escuela puede ocupar un espacio maximo de 2 acres con salones para un maxi-
mo de 25 alumnos por salon. El costo anual de operacién por salén de clase es de
$10,000. El proyecto se ubicara en un lote baldio de 50 acres propiedad de la ciudad.
Adicionalmente, el proyecto puede utilizar una propiedad adyacente ocupada por 200
casas en ruinas que se demolerdn, cada una de las cuales ocupa .25 acres. El costo de
comprar y demoler una de estas casas es de $7000. El espacio abierto, las calles y lotes de
estacionamiento consumen 15% del terreno total disponible.

Desarrolle un programa lineal para determinar el plan éptimo para el proyecto, y
encuentre la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.

. Realco posee 800 acres de terreno rustico en un lago escénico en el corazén de las

Montafias Ozark. Anteriormente, a los desarrollos nuevos alrededor del lago se les im-
ponian pocas regulaciones, o ninguna. Ahora en las orillas del lago hay muchas casas de
descanso, y fosas sépticas de las que la mayoria estdn instaladas de manera inadecuada. Al
paso de los afios, el escurrimiento de las fosas sépticas contaminé gravemente el agua.
Para detener la degradacion del lago, las autoridades del condado aprobaron reglamentos
estrictos aplicables a todos los futuros desarrollos. (1) S6lo se pueden construir casas uni-
familiares, dobles y triples, donde un minimo de 50% del total de casas deben ser casas
unifamiliares. (2) Para limitar la cantidad de fosas sépticas, se requieren tamaifios de lotes
minimos de 2,3y 4 acres para las casas unifamiliares, dobles y triples, respectivamente. (3)
Deben establecerse dreas recreativas de 1 acre a razén de una por cada 200 familias. (4)
Para preservar la ecologia del lago, no se puede extraer agua subterranea para las casas o
jardines. El presidente de Realco esta estudiando la posibilidad de desarrollar una propie-
dad de 800 acres. El nuevo desarrollo incluira casas unifamiliares, dobles y triples. Se esti-
ma que 15% del drea en acres se asignara a calles y dreas para servicios. Realco estima las
ganancias producidas por las diferentes unidades de vivienda como sigue:

Unidad de viviendas Unifamiliares  Dobles  Triples

Ganancia neta por unidad ($) 10,000 12,000 15,000

El costo de conectar el servicio del agua es proporcional a la cantidad de unidades cons-
truidas. Sin embargo, el condado cobra un minimo de $100,000 para el proyecto.
Adicionalmente, la expansion del sistema de agua por encima de su capacidad actual estd
limitada a 200,000 galones por dia durante los periodos pico. Los siguientes datos resu-
men el costo de conexién del agua y el consumo, considerando una familia de tamafio

Unidad de viviendas Unifamiliares Dobles Triples De recreacion

Costo de conexién del agua por unidad ($) 1000 1200 1400 800
Consumo de agua por unidad (gal./dia) 400 600 840 450
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promedio: Desarrolle un modelo de PL para determinar el plan éptimo para Realco y
determine la solucién con AMPL, Solver o TORA.

6. Considere el modelo de Realco del problema 5. Suponga que se pueden adquirir 100
acres mas por $450,000, los cuales incrementardn el drea total a 900 acres. ; Es rentable
para Realco este negocio?

Mezcla y refinacion

Varias aplicaciones de PL tienen que ver con la mezcla de diferentes materiales para
fabricar productos que satisfagan ciertas especificaciones, al mismo tiempo que se mi-
nimiza el costo y se maximiza la utilidad. Los materiales pueden ser minerales metéli-
cos, chatarras, productos quimicos o petréleos crudos, y los productos pueden ser lin-
gotes de metal, pinturas o gasolina de varios grados. Esta seccion presenta un modelo
(simplificado) de refinacién de petréleo. El proceso se inicia con la refinacion de petré-
leo crudo para crear reservas y luego mezclarlas para producir gasolina. La gasolina
debe satisfacer ciertas especificaciones de calidad (como el octanaje). Ademas, los li-
mites de las capacidades de refinacién y la demanda afectan directamente el nivel de
produccién de los diferentes grados de gasolina. Un objetivo del modelo es determinar
la mezcla 6ptima de produccion de gasolina que maximice una funcién de utilidad ade-
cuada. En algunos casos la meta es minimizar una funcién de costo.

Ejemplo 2.4-7 (Refinacién de petréleo crudo y mezcla de gasolinas)

La compaiiia Shale Oil, localizada en la isla de Aruba, produce diariamente 1,500,000 barriles de
petréleo crudo. Los productos finales de la refineria incluyen tres tipos de gasolina sin plomo
con diferentes octanajes (ON, por sus siglas en inglés): gasolina regular con ON = 87; premium con
ON = 89, y stiper con ON = 92. El proceso de refinacién comprende tres etapas: (1) una torre de
destilaciéon que produce una carga de alimentacién (ON = 82) a raz6n de .2 barriles por barril
de petréleo crudo; (2) una unidad de desintegracién que produce gasolina cruda (ON = 98) uti-
lizando una parte de la carga de alimentacién producida por la torre de destilacién a razén de 5
barriles por barril por carga de alimentacion, y (3) una unidad mezcladora que mezcla la gasoli-
na cruda proveniente de la unidad de desintegracion y la carga de destilaciéon proveniente de la
torre de destilacion. La compaiiia estima que la utilidad neta por barril de los tres tipos de gaso-
lina deber4 ser de $6.70, $7.20 y $8.10, respectivamente. La capacidad de la unidad de desinte-
gracion es de 200,000 barriles de carga al dia. La demanda de gasolinas regular, premium y stiper
es de 50,000, 30,000 y 40,000 barriles, respectivamente, por dia. Desarrolle un modelo para deter-
minar el programa de produccién 6ptimo para la refinerfa.

Modelo matematico: La figura 2.12 resume los elementos del modelo. Las variables pueden
definirse en funcién de dos corrientes de entrada a la unidad de desintegracion (carga de ali-
mentacion y gasolina desintegrada) y los tres productos finales. Sea

x;; = cantidad de barriles al dfa a producir con materia prima obtenida del proceso i utilizada
para mezclar el producto final j,i = 1,2;j = 1,2,3

Aplicando esta definicion, tenemos

Produccién diaria de gasolina regular = x; + x,; barriles/dia
Produccién diaria de gasolina premium = x1, + xy, barriles/dia

Produccién diaria de gasolina stiper = x13 + X3 barriles/dia
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1:1
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FIGURA 2.12

Flujo del producto en el problema de la refineria

(Produccién diaria de) _ (Producci(’)n diaria de) N (Produccién diaria de)
la unidad mezcladora gasolina regular
(Producci(’)n diaria)
de gasolina stper

gasolina premium

= (xll + X21) + (Xlz + XZz) + (.X13 + X23) barriles/dia

(Carga de alimentacién

. = x11 + x;» + x5 barriles/dia
diaria a la mezcladora ) 1 12 13

Alimentacién diaria de la unidad . .
. .. = X5 + Xy + xp3barriles/dia
de desintegracién a la mezcladora

<Carga de alimentacién diaria

=2 + + barriles/di
ala unidad de desintegracién) (%21 + x22 + x5) barriles/dia
Petrol do diari
( etrofeo crudo l,arlo, ) = 5()&'11 + X12 + X13) + 10()&'21 + X272 + X23)barrileS/dia
procesado en la refineria

El objetivo del modelo es maximizar la utilidad total producida por la venta de los tres gra-

dos de gasolina. De acuerdo con las definiciones dadas antes, obtenemos
MaXimizarz = 6.70(X11 + le) + 7.20(X12 + X22) + 810()61'; + X23)

Las restricciones del problema se desarrollan como sigue:

1. El suministro diario de petroleo crudo no debe exceder de 1,500,000 barriles/dia:

S(x11 + xpp + x13) + 100 + x5 + x33) = 1,500,000

2. La capacidad de entrada a la unidad de desintegracion no debe exceder 200,000
barriles/dia:

2(xy + xp + X23) = 200,000

3. La demanda diaria de gasolina regular no debe exceder de 50,000 barriles:

X1t X = 50,000
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4. La demanda diaria de gasolina premium no debe exceder de 30,000 barriles:
X1 t X9 = 30,000

5. La demanda diaria de gasolina stiper no debe exceder de 40,000 barriles:
X13 + xp3 = 40,000

6. Eloctanaje (ON) de la gasolina regular debe ser por lo menos de 87.

La cantidad de octanos de una gasolina es el promedio ponderado del nimero de octanos
de las corrientes de entrada utilizadas en el proceso de mezcla, y se calcula como sigue:

Octanaje Octanaje Carga de Octanaje en la Unidad de
promedio de la carga X alimentacién + unidad de X desintegracion
dela _de alimentacion barriles/dia desintegracion barriles/dia
gasolina regular/ Total de barriles por dia de gasolina regular

. 82X11 + 98X21
X1+ Xy
Por lo tanto, la restricciéon del octanaje para la gasolina regular es

82)611 + 98)621
X1t Xy

= 87

La restriccidén se expresa linealmente como
82)(11 + 98)(21 = 87(X11 + le)
7. El octanaje de la gasolina premium es minimo de 89:

82)(312 + 98X22
X;p + X

= 89

el cual se expresa linealmente como
82.X'12 + QSX22 = 89(X12 + XZz)
8. El octanaje de la gasolina stiper es minimo de 92:

82)6'13 + 98X23
X3+ X3

=92

o bien
82x13 + 98xr3 = 92(x13 + x23)
De este modo, el modelo completo se resume como
Maximizar z = 6.70(xy; + x51) + 7.20(x15 + x25) + 8.10(x13 + xp3)
sujeto a
S5(x1p + x1p + x13) + 10(xp; + x0p + xp3) = 1,500,000

2(x1 + X2 + Xp3) = 200,000
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X117 + x91 = 50,000

X1 t X9 = 30,000

x13 + xp3 = 40,000
82x11 + 98xy = 87(x1y + x21)
82x15 + 98xp = 89(x1p + xp0)
82x13 + 98xp3 = 92(x13 + xp3)

X11, X125 X13, X215 X2, X23 = 0

Las tres tltimas restricciones pueden simplificarse para producir un lado derecho constante.

Solucion:

La solucién éptima (obtenida utilizando los archivos toraEx2.4-7.txt o amplEx2.4.7.txt) es z = 875,000,
x11 = 34,375,x51 = 15,625, x1, = 16,875, xp = 13,125, x13 = 15,000, x,3 = 25,000. Esto se traduce a

Utilidad diaria = $875,000

Cantidad diaria de gasolina regular = x11 + xp1 = 34,375 + 13,125 = 30,000 barriles/dia
Cantidad diaria de gasolina premium = x5 + x5, = 16,875 + 13,125 = 30,000 barriles/dia
Cantidad diaria de gasolina stiper = x13 + x53 = 15,000 + 25,000 = 40,000 barriles/dia

La soluciéon muestra que la produccién de gasolina regular estd 20,000 barriles/dia lejos de

satisfacer la demanda maxima. La demanda de los productos restantes si se satisface.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4E

1.

*2.

Hi-V produce tres tipos de jugos enlatados, A, B 'y C, utilizando fresas, uvas y manzanas
frescas. El abasto diario se limita a 200 toneladas de fresas, 100 toneladas de uvas y 150 to-
neladas de manzanas. El costo por tonelada de fresas, uvas y manzanas es de $200, $100 y
$90, respectivamente. Cada tonelada rinde 1500 Ib de jugo de fresa, 1200 Ib de jugo de uva,
y 1000 1b de jugo de manzana. La bebida A es una mezcla de 1:1 de jugo de fresa y jugo de
manzana. La bebida B es una mezcla de 1:1:2 de jugo de fresa, jugo de uva y jugo de man-
zana. La bebida C es una mezcla de 2:3 de jugo de uva y jugo de manzana. Todas las bebi-
das se envasan en latas de 16 oz. (1 1b). El precio por lata es de $1.15, $1.25 y $1.20 de las
bebidas A, By C. Desarrolle un modelo de PL para determinar la mezcla de produccion
optima de las tres bebidas, y halle la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.

Una ferreteria vende bolsas de tornillos, pernos, tuercas y rondanas. Los tornillos vienen
en cajas de 100 1b y cuestan $110 cada caja; los pernos vienen en cajas de 100 1b y cuestan
$150 cada una; las tuercas vienen en cajas de 80 1b y cada una cuesta $70, y las rondanas
vienen en cajas de 30 Ib y su costo es de $20 cada caja. La bolsa debe pesar por lo menos
1 Ib e incluir, en peso, por lo menos 10% de tornillos y 25% de pernos; no mas de 15% de
tuercas y cuando mucho 10% de rondanas. Para balancear la bolsa, la cantidad de pernos
no puede exceder a la de tuercas o la de rondanas. El peso de un perno es 10 veces el de
una tuerca, y 50 veces el de una rondana. Desarrolle un modelo de PL para determinar la
combinacién 6ptima de la bolsa, y halle la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.
All-Natural Coop fabrica tres cereales, A, B 'y C, a partir de cuatro ingredientes: copos de
avena, pasas, coco rayado y almendras fileteadas. Las disponibilidades diarias de los in-
gredientes son 5 toneladas, 2 toneladas, 1 tonelada y 1 tonelada, respectivamente. Los
costos correspondientes por tonelada son $100, $120, $110 y $200. El cereal A es una
mezcla de 50:5:2 de avena, pasas y almendras. El cereal B es una mezcla de 60:2:3 de
avena, coco y almendras. El cereal C es una mezcla de 60:3:4:2 de avena, pasas, coco y al-
mendras. Los cereales se producen en tamaiios jumbo de 5 Ib. All-Natural vende los ce-
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reales A, By C a $2,$2.50 y $3.00 por caja, respectivamente. La demanda diaria minima
de los cereales A, By C es de 500, 600 y 500 cajas, respectivamente. Desarrolle un modelo
de PL para determinar la mezcla de produccion 6ptima de los cereales, asi como las can-
tidades asociadas de ingredientes, y halle la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.

Una refineria fabrica dos tipos de combustible para avion, F; y F2, mezclando cuatro tipos de
gasolina, A, B, Cy D. El combustible F1 incluye las gasolinas A, B, Cy D en la proporcién
1:1:2:4,y el combustible F2 incluye la proporcion 2:2:1:3. Los limites de abasto de A, B,Cy D
son 1000, 1200, 900 y 1500 barriles/dia, respectivamente. Los costos por barril de las gasolinas
A, B, Cy D son $120, $90, $100 y $150, respectivamente. Las combustibles F1 y F2 se venden
a $200 y $250 por barril, respectivamente. La demanda minima de F; y F2 es de 200 y 400 ba-
rriles/dia, respectivamente. Desarrolle un modelo de PL para determinar la mezcla de pro-
duccién 6ptima de F1y F,,y halle la solucion utilizando AMPL, Solver o TORA.

Una compaiiia petrolera destila dos tipos de petrdleo crudo, A y B, para producir gasoli-
na regular y premium, y combustible para gasavién. La disponibilidad diaria de petréleo
crudo y la demanda minima de los productos finales estdn limitadas. Si la produccién no
es suficiente para satisfacer la demanda, proveedores externos surten la cantidad faltante
con una penalizacion. La produccién excedente no se vende de inmediato y se incurre en
un costo de almacenamiento. La siguiente tabla proporciona los datos de la situacion:

Crudo

Fraccién de rendimiento por barril

Regular ~ Premium  Gasaviéon  Precio/barril ($))  Barriles/dia

Crudo A
Crudo B

.20 1 25 30 2500
25 3 .10 40 3000

Demanda (barriles/dfa) 500 700 400

Ingresos

($/barril) 50 70 120

Costo de almacenamiento de la

produccion excedente ($/barril) 2 3 4
Penalizacién por la demanda

no satisfecha ($/barril) 10 15 20

Desarrolle un modelo de PL para determinar la mezcla de productos éptima para la refi-
neria, y halle la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.

En la situacion de la refineria del problema 5, suponga que de la unidad de destilaciéon
resultan los productos intermedios nafta y aceite ligero. Un barril de crudo A produce .35
barriles de nafta y .6 barriles de aceite ligero, y un barril de crudo B produce .45 barriles
de nafta y .5 barriles de aceite ligero. La nafta y el aceite ligero se mezclan para producir
los tres productos de gasolina finales: Un barril de gasolina regular tiene una proporcion
de mezcla de 2:1 (nafta a aceite ligero); un barril de gasolina premium tiene una rela-
cién de mezcla de 1:1,y un barril de combustible para avion tiene una proporcion de
mezcla de 1:2. Desarrolle un modelo de PL para determinar la mezcla de produccion
optima y halle la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA.

Hawaii Sugar Company produce aziicar morena, azicar procesada (blanca), azdcar glas,
y melazas a partir del jarabe de cafia de azticar. La compaififa compra 4000 toneladas de
jarabe semanalmente y la contratan para que suministre cada semana un minimo de 25
toneladas de cada tipo de azticar. El proceso de produccién se inicia con la fabricaciéon de
azucar morena y melaza a partir del jarabe. Una tonelada de jarabe produce .3 toneladas
de azucar morena y .1 tonelada de melaza. El azicar blanca resulta de procesar el aztcar
morena. Se requiere una tonelada de azticar morena para producir .8 toneladas de azticar
blanca. El azicar glas se produce a partir del azicar blanca mediante un proceso de mo-
lienda especial cuya eficiencia de conversion es de 95% (una tonelada de azicar blanca
produce .95 toneladas de azticar glas). Las utilidades por tonelada de azicar morena,
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azucar blanca y melaza son $150, $200, $230 y $35, respectivamente. Formule el problema
como un programa lineal, y determine el programa de produccién semanal utilizando
AMPL, Solver o TORA.

. La refineria Shale Oil mezcla dos tipos de petrdleo, A y B, para producir dos gasolinas de

alto octanaje, I y II. Los petrdleos A y B se producen a las razones maximas de 450 y 700
barriles/hora, respectivamente. Los octanajes correspondientes son 98 y 89, y las presio-
nes de vapor son de 10 y 8 Ib/pulg?®. La gasolina I y la gasolina II deben tener octanajes de
por lo menos 91 y 93, respectivamente. La presion de vapor asociada con ambos produc-
tos no deber4 exceder las 12 Ib/pulg?. Las utilidades por barril de las gasolinas I y IT son
de $7 y $10, respectivamente. Desarrolle un modelo de PL para determinar la tasa de
produccion 6ptima de las gasolinas I y II y sus proporciones de mezcla de los petréleos A
y B. Determine la solucién con AMPL, Solver o TORA (Sugerencia: La presién de vapor,
al igual que el octanaje, es el promedio ponderado de las presiones de vapor de los petré-
leos mezclados.)

. Una fundidora de acero, aluminio y hierro colado produce dos tipos de lingotes de metal,

Iy II, con limites especificos en el contenido de aluminio, grafito y silicio. En el proceso
de fundicién pueden usarse briquetas de aluminio y silicio para satisfacer las especifica-
ciones deseadas. Las siguientes tablas establecen las especificaciones del problema:

Contenido (%)

Elemento de entrada Aluminio Grafito Silicio Costo/tonelada ($) Disponibles (toneladas/dia)
Chatarra de acero 10 5 4 100 1000
Chatarra de alumnio 95 1 2 150 500
Chatarra de hierro colado 0 15 8 75 2500
Briqueta de aluminio 100 0 0 900 Cualquier cantidad
Briqueta de silicio 0 0 100 380 Cualquier cantidad
Lingote I Lingote II
Ingrediente Minimo (%)  Mdximo (%)  Minimo (%)  Mdximo (%)
Aluminio 8.1 10.8 6.2 8.9
Grafito 1.5 3.0 4.1 00
Silicio 2.5 00 2.8 41
Demanda (toneladas/dia) 130 250

Desarrolle un modelo de PL para determinar la mezcla 6ptima que la fundidora debe
fundir, y determine la solucién con AMPL, Solver o TORA.

10. Se fabrican dos aleaciones, A y B, con cuatro metales I, I, IIT y IV de acuerdo con las si-

guientes especificaciones:

Aleacion  Especificaciones Precio de venta ($)

A Maximo 80% de I 200
Miéximo 30% de II
Minimo 50% de IV

B Entre 40y 60% de I1 300
Minimo 30% de III
Miximo 70% de IV
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Los cuatro metales se extraen de tres minerales de acuerdo con los siguientes datos:

Constituyentes (%)

Cantidad maxima Precio/
Mineral (toneladas) 1 I i v Otros tonelada (§)
1 1000 20 10 30 30 10 30
2000 10 20 30 30 10 40
3 3000 5 5 70 20 0 50

Desarrolle un modelo de PL para determinar cudnto debe producirse de cada tipo, y determi-
ne la solucién utilizando AMPL, Solver o TORA. (Sugerencia: Sean x;; las toneladas de mi-
neral i asignadas a la aleacion k, y defina wy como las toneladas de aleacién k producidas).

Aplicaciones de PL adicionales

Las secciones anteriores demostraron aplicaciones de PL representativas en cinco
areas. El conjunto de problemas 2.4F en esta seccién proporciona areas de aplicacion
adicionales, que van desde agricolas hasta militares.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.4F

1. Asignacion de espacios de anaquel. Una tienda de abarrotes debe decidir el espacio de
anaquel que se asignard a cada uno de los cinco tipos de cereales para el desayuno. La
demanda diaria mdxima es de 100, 85, 140, 80 y 90 cajas, respectivamente. El espacio de
anaquel en pulgadas cuadradas para las cajas es de 16,24, 18,22 y 20. El espacio de ana-
quel total disponible es de 5000 pulg?®. La utilidad por unidad es de $1.10, $1.30, $1.08,
$1.25 y $1.20. Determine la asignacion de espacio 6ptimo para los cinco cereales.

2. Votacion. En cierto condado del estado de Arkansas, en la boleta se presentan cuatro op-
ciones a elegir: Construir nuevas carreteras, incrementar el control de armas, aumentar
subsidios a granjas y elevar el impuesto a la gasolina. El condado comprende 100,000 vo-
tantes urbanos, 250,000 votantes suburbanos, y 50,000 votantes rurales, todos con varia-
bles de apoyo y oposicién a los temas de eleccion. Por ejemplo, los votantes rurales se
oponen al control de armas y al impuesto a la gasolina, sin embargo estdn a favor de la
construccion de carreteras y de los subsidios a granjas. El condado esta planeando una
campaiia publicitaria de TV con un presupuesto de $100,000 a un costo de $1500 por
anuncio. La siguiente tabla resume el impacto de un solo anuncio en funcién de la canti-
dad de votos a favor y en contra de las diferentes opciones en la boleta.

Cantidad esperada de votos a favor (+)
y votos en contra (—) por anuncio

Tema Urbanos Suburbanos Rurales
Nuevas carreteras —30,000 +60,000 +30,000
Control de armas +80,000 +30,000 —45,000
Control de smog +40,000 +10,000 0
Impuesto a la gasolina  +90,000 0 —25,000

Una opcién serd ganadora si acumula el 51% de los votos. ;Qué opcidn sera aprobada
por los votantes, y cuantos anuncios deben asignarse?



64 Capitulo 2 Modelado con programacion lineal

3.

*5.

Balanceo de una linea de ensamble. Un producto se ensambla a partir de tres piezas dife-
rentes. Dos departamentos fabrican las piezas a diferentes ritmos de produccién, como se
indica en la siguiente tabla:

Ritmo de produccién (unidades/h)

Capacidad
Departamento (h/sem) Pieza 1 Pieza 2 Pieza 3
1 100 8 5 10
2 80 6 12 4

Determine la cantidad maxima de unidades de ensamble final que pueden producirse a
la semana. (Sugerencia: Unidades minimas de ensamble {unidades de la pieza 1, unidades
de la pieza 2,y unidades de la pieza 3}. Maximizar z = min {x1, x,} es equivalente a max z
sujetaa z = x1y 2 = xp.)

Control de contaminacién. Se pulverizan y mezclan tres tipos de carbén, C1, C2 y C3 para
producir 50 toneladas por hora necesarias para accionar una planta generadora de elec-
tricidad. La combustién del carb6n emite 6xido de azufre (en partes por millén) la cual
debe satisfacer las especificaciones de EPA (por sus siglas en inglés) de un maximo de
2000 partes por millén. La siguiente tabla resume los datos de la situacion.

C1 C2 C3
Azufre (partes por millén) 2500 1500 1600
Capacidad del pulverizador (ton/h) 30 30 30
Costo por tonelada $30 $35 $33

Determine la mezcla 6ptima de los carbones.

Control de semdforos, Stark y Nichols (1972). El transito automotriz de tres carreteras,
H1, H2 y H3, debe detenerse y esperar una luz verde antes de salir de una carretera de
cuota. Las cuotas son de $3, $4 y $5 para los autos que salen de H1, H2 y H3, respectiva-
mente. Las proporciones de flujo de H1, H2 y H3 son de 500, 600 y 400 autos por hora. El
ciclo de los seméforos no debe exceder de 2.2 minutos, y la luz verde en cualquier carre-
tera debe permanecer encendida por lo menos durante 25 segundos. La luz amarilla per-
manece encendida durante 10 segundos. La caseta de cobro puede atender un maximo de
510 automéviles por hora. Suponiendo que los automéviles no se mueven con la luz ama-
rilla, determine el intervalo éptimo para la luz verde en las tres carreteras que maximi-
zar4 el ingreso de la caseta de cobro por ciclo de trénsito.

6. Ajuste de una linea recta a datos empiricos (Regresion). En una clase de mecanografia de

10 semanas para principiantes, la velocidad promedio por estudiante (en palabras por mi-
nuto) en funcién de la cantidad de semanas de clase se da en la siguiente tabla:

Semana, x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Palabras por minuto,y 5 9 15 19 21 24 26 30 31 35

Determine los coeficientes a y b en la relacién de linea recta, y = ax + b, que mejor

se ajuste a los datos proporcionados. (Sugerencia: Minimice la suma del valor absoluto

de las desviaciones entre la ) tedrica y la y empirica. Min|w| equivale a min z sujeta a
z=Zwyz=— w,z=0.Por otra parte, min |w| equivale amin (z* + z7) sujetaa w = z*
—z conz z =0)

Nivelacién del terreno para una carretera nueva, Stark y Nichols (1972). E1 Departamento
de Carreteras de Arkansas estd planeando una nueva carretera de 10 millas por un terre-
no accidentado como se muestra en el perfil que se muestra en la figura 2.13. El ancho
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FIGURA 2.13

Perfil del terreno para el problema 7

del terreno de construccién es aproximadamente de 50 yardas. Para simplificar la situa-
cidn, el perfil del terreno se puede reemplazar por una funcién escalonada, como se
muestra en la figura. Utilizando maquinaria pesada, la tierra removida del terreno alto se
transporta para rellenar dreas bajas. También hay dos fosos de mina, I y II, ubicados en
los extremos del tramo de 10 millas, de donde se puede extraer més tierra si es necesario.
El foso I tiene una capacidad de 20,000 yardas ctbicas, y la del foso II es de 15,000 yardas
ctbicas. Los costos de extraccion de tierra de los fosos I y 11, respectivamente, son de
$1.50 y $1.90 por yarda cubica. El costo de transportacién por yarda cibica por milla es
de $.15,y el costo de utilizar la maquinaria pesada para cargar los camiones es de $.20
por yarda cibica. Esto significa que transportar una yarda ctbica 1 milla desde el foso I
costard un total de (1.5 + .20) + 1 X .15 = $1.85 y transportar una yarda cibica 1 milla
desde una colina hasta el drea de relleno costard .20 + 1 X .15 = $.35. Desarrolle un plan
de costo minimo para nivelar el tramo de 10 millas.

. Planificacién militar, Shepard and Associates (1988). El ejército rojo (R) esta tratando de
invadir el territorio defendido por el ejército azul (B), el cual tiene tres lineas de defensa
y 200 unidades de combate regulares, y ademds puede echar mano de una reserva de 200
unidades. El ejército rojo planea atacar en dos frentes, el norte y el sur, y el ejército azul
estableci6 tres lineas de defensa este-oeste, I, I y I11. El propésito de las lineas de defen-
sa 1 y2 es demorar el ataque del ejército rojo por lo menos 4 dias en cada linea para ma-

ximizar la duracidn total de la batalla. El tiempo de avance del ejército rojo se calcula
mediante la siguiente férmula empirica:

Las constantes a y b son una funcién de la linea de defensa y el frente norte/sur,
como lo muestra la siguiente tabla:

Unidades azules

D i6n de la batall dias=a + b| ————F————
uracién de la batalla en dias = a (Unidades rojas

a b

1 11 11 1 11 11
Frente norte 5 75 55 8.8 79 102
Frente sur 1.1 1.3 1.5 10.5 8.1 9.2

65
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Las unidades de reserva del ejército azul pueden usarse sélo en las lineas de defensa II'y
II1. La asignacién de unidades por parte del ejército rojo a las tres lineas de defensa se da
en la siguiente tabla:

Cantidad de unidades de ataque del ejército rojo

Linea de defensa 1  Linea de defensa2  Linea de defensa 3

Frente norte 30 60 20
Frente sur 30 40 20

(Como deberd asignar sus recursos el ejército azul entre las tres lineas de defensa
y los frentes norte y sur?

9. Gestion de calidad del agua, Stark and Nicholes (1972). Cuatro ciudades descargan aguas
residuales en la misma corriente de agua. La ciudad 1 esté corriente arriba, la ciudad 2 co-
rriente abajo; luego la ciudad 3, y finalmente la ciudad 4. Medidas a lo largo de la corriente
de agua, las ciudades estdn aproximadamente a 15 millas una de otra. Una medida de la
cantidad de contaminantes en las aguas residuales es la demanda de oxigeno bioquimico
(BOD, por sus siglas en inglés), lo cual es el peso del oxigeno requerido para estabilizar
los constituyentes de desecho en el agua. Una BOD mas alta indica una peor calidad del
agua. La Agencia de Proteccion Ambiental (EPA, por sus siglas en inglés) establece una
carga de BOD permisible médxima, expresada en Ib de BOD por galén. La eliminacién de
contaminantes del agua residual se realiza en dos formas: (1) actividad de descomposicion
natural estimulada por el oxigeno en el aire, y (2) plantas de tratamiento en los puntos de
descarga antes de que los desechos lleguen a la corriente de agua. El objetivo es determi-
nar la eficiencia més econdémica de cada una de las cuatro plantas que reduciran la BOD a
niveles aceptables. La eficiencia méxima posible de la planta es de 99%.

Para demostrar los calculos implicados en el proceso, considere las siguientes defi-
niciones para la planta 1:

Q1 = Velocidad de flujo de la corriente (gal/h) en el tramo de 15 millas que con-
duce a la ciudad 2

p1 = Tasa de descarga de BOD (en Ib/h)
x1 = eficiencia de la planta 1 (= .99)
by = carga de BOD maéxima permisible en el tramo 1-2 (en 1b de BOD/gal)
Para satisfacer el requerimiento de carga de BOD en el tramo 1-2, debemos tener
pd = x) = bQy
Del mismo modo, la restriccién de carga de BOD en el tramo 2-3 se escribe como

Tasa de descarga de BOD) (Tasa de descarga de BOD
en el tramo 2-3

1- r12)< ) = b0,

en el tramo 1-2
o bien
1 = rp)pi(1 — x1) + p(1 — xp) = b0,

El coeficiente ry, (<1) representa la fraccion de desechos eliminada en el tramo 1-2 por
descomposicion. Para el tramo 2-3, la restriccion es

(1 = m3)[(1 — r)pi(1 — xq) + po(1 — x3)] + ps(1 — x3) = b30;
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Determine la eficiencia mas econémica para las cuatro plantas aplicando los si-
guientes datos (la fraccién de BOD eliminada por descomposicion es de 6% en los cua-
tro tramos):

Tramo 1-2 Tramo 2-3 Tramo 2-3 Tramo 3-4
(=1 =2 =3 (=4
Q; (gal/h) 215,000 220,000 200,000 210,000
pi (Ib/h) 500 3000 6000 1000
b; (Ib de BOD/gal) .00085 .0009 .0008 .0008
Costo del tratamiento
($/Ib de BOD eliminada) .20 25 15 18

10. Estructura de carga, Stark and Nicholes (1972). La gria elevada que se muestra en la figu-
ra 2.14 con dos yugos elevadores, se utiliza para transportar concreto mezclado a un te-
rreno para colar barreras de concreto. La cubeta de concreto cuelga a la mitad del yugo.
Los rieles que sostienen los extremos de la gria pueden soportar un maximo de 25 kips
cada uno, y cada cable del yugo tienen una capacidad de 20 kips. Determine la capacidad
de carga maxima, Wy y W;. (Sugerencia: En equilibrio, la suma de los momentos con res-
pecto a cualquier punto de la viga o el yugo es cero.)

11. Asignacion de aviones a rutas. Considere el problema de asignar aviones a cuatro rutas,
de acuerdo con los siguientes datos:

Cantidad de viajes diarios en la ruta

Capacidad Capacidad
Tipo de avién (pasajeros) de aviones 1 2 3 4
1 50 5 3 2 2 1
2 30 8 4 3 3
3 20 10 5 5 4 2
Cantidad diaria
de clientes 1000 2000 900 1200
>l 2 pies L—6 pies% 8 pies 12 pies | 2 pies «
Viga de la gria
AN : : A
E Yugo 1 E E Yugo 2 _
FIGURA 2.14

Gria elevada con dos yugos (problema 11)
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Los costos asociados, incluidas las penalizaciones por la pérdida de clientes debido
a la no disponibilidad de espacio, son

Costo de operacion ($) por viaje en la ruta

Tipo de avién 1 2 3 4
1 1000 1100 1200 1500
2 800 900 1000 1000
3 600 800 800 900
Penalizacién ($) por

pasajero perdido 40 50 45 70

Determine la asignacion 6ptima de aviones a las rutas, asi como la cantidad asocia-
da de viajes.
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CAPITULO 3

Método simplex y analisis
de sensibilidad

Aplicaciéon de la vida real-Optimizaciéon de la produccion de valvulas cardiacas

Las valvulas cardiacas bioldgicas de diferentes tamafios son bioprétesis fabricadas a
partir de corazones porcinos para implantaciéon en humanos. Por el lado del suministro,
los corazones porcinos no pueden “producirse” en tamafios especificos. Por otra parte,
el tamafio exacto de una valvula fabricada no puede determinarse hasta que se proce-
sa el componente bioldgico del corazén del cerdo. En consecuencia, puede haber més
existencias de algunos tamafios y menos de otros. Se desarrollé un modelo de PL para
reducir la cantidad de los tamafios de los que hay mas existencias e incrementar la can-
tidad de los tamafios cuyas existencias son menores. (Los detalles de este estudio se
presentan en el caso 2 del capitulo 26, en inglés, del sitio web).

MODELO DE PL EN FORMA DE ECUACION

El desarrollo de los calculos con el método simplex se facilita si se imponen dos reque-
rimientos a las restricciones de programacion lineal.

1. Todas las restricciones son ecuaciones con lado derecho no negativo.

2. Todas las variabzzles son no negativas!

Conversion de las desigualdades en ecuaciones con lado derecho no negativo. En un
modelo de PL econdmico, el lado derecho representa la disponibilidad de un recurso, y
el izquierdo el uso del recurso por todas las actividades del modelo (variables). La
cantidad excedente del lado derecho respecto de izquierdo da entonces la cantidad no
utilizada del recurso.

I Todos los paquetes comerciales (y TORA) aceptan directamente las restricciones de desigualdad, el lado
derecho no negativo y las variables irrestrictas. Cualquier condicién previa de las restricciones y las variables
se realiza internamente en el software antes de que el método simplex resuelva el problema.

69
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Para convertir una desigualdad (=) en ecuacion se agrega una variable de holgura
al lado izquierdo de la restriccion. Por ejemplo, la restriccion M1 del modelo de Reddy
Mikks (ejemplo 2.1-1) se convierte en ecuaciéon como sigue

6X1+4X2+51:24,S120

La variable no negativa s; es la holgura (o cantidad no utilizada) del recurso M1.

A continuacién, una restriccion (=) establece un limite inferior en las actividades
econdmicas de la programacion lineal, asi que la cantidad en la cual el lado izquierdo
excede el limite minimo representa un superdvit. Asi pues, la conversion de (=) a (=)
se logra restando una variable de superavit no negativa del lado izquierdo de la desi-
gualdad. Por ejemplo, en el modelo de la dieta (ejemplo 2.2-2), la variable de exceso S
(= 0) convierte la restriccion de la mezcla de alimentos (=) en la ecuacion.

X1+X2_51:800,5120

El dnico requerimiento que falta es que el lado derecho de la ecuacién resultan-
te sea no negativo. Si el lado derecho resulta negativo, el requerimiento se satisface
multiplicando ambos lados de la ecuacién por —1.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.1A

*1. En el modelo de Reddy Mikks (ejemplo 2.2-1), considere la solucion factible x; = 3 tone-
ladas y x, = 1 tonelada. Determine el valor de las holguras asociadas para las materias
primas M1y M2.

2. En el modelo de la dieta (ejemplo 2.2-2), determine el superavit de alimento compuesto
de 500 Ib de maiz y 600 Ib de soya.

3. Considere la siguiente desigualdad
10x; — 3x, = =5

Demuestre que multiplicar ambos lados de la desigualdad por —1 y luego convertir la de-
sigualdad resultante en ecuacién es lo mismo que convertirla primero en ecuacion y
luego multiplicar ambos lados por —1.

*4, Dos productos diferentes, P1 y P2 pueden ser fabricados por una o dos maquinas diferen-
tes, M1 y M2. El tiempo de procesamiento de cualquier producto en cualquier maquina
es el mismo. La capacidad diaria de la maquina M1 es de 200 unidades (de P1 o de P2,0
una combinacién de ambos), y la capacidad diaria de la maquina M2 es de 250 unidades.
El supervisor del taller desea balancear el programa de produccién de las dos maquinas
de modo que la cantidad de unidades producidas en una maquina no sea mayor a 5 uni-
dades de la cantidad producida en la otra. La utilidad por unidad de P1 es de $10y la de
P2 es de $15. Plantee el problema como una PL en forma de ecuacion.

5. Muestre cémo puede presentarse la siguiente funcién objetivo en forma de ecuacidn:

Minimizar z = méx {|x1 — X, + 3x3), |—x; + 3x, — x3|}
Xy, X2, x3 = 0
Sugerencia: |a| = b equivaleaa =bya = —b.
8 q y

6. Demuestre que las m ecuaciones

n
Eaijx,-=b,-,i=1,2,...,m

j=1
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equivalen a las siguientes m + 1 desigualdades:

n
Eaijxi = bi,i = 1,2,...,m
j=1

n

2

=1\ =1 =1

(iai,)x,- = ibi

Manejo de variables irrestrictas. El uso de una variable irrestricta en un modelo de PL
se demuestra en el modelo de nivelacion de produccion durante multiples periodos del
ejemplo 2.4-4, donde la variable irrestricta S; representa la cantidad de trabajadores con-
tratados o despedidos en el periodo i. En el mismo ejemplo, explicamos que la variable
irrestricta puede ser reemplazada por dos variables no negativas mediante la sustitucion

En este caso, S; representa la cantidad de trabajadores contratados y S; la de trabaja-
dores despedidos. Como se explicé en el ejemplo 2.4-4, es imposible (tanto intuitiva
como matematicamente) que S; y S; asuman valores positivos al mismo tiempo.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.1B

1.

*3,

El restaurante de comida rapida McBurger vende hamburguesas cuarto de libra y ham-
burguesas con queso. Una hamburguesa cuatro de libra se prepara con un cuatro de libra
de carne y una hamburguesa con queso se prepara con sélo .2 1b de carne. El restaurante
inicia el dia con 200 b de carne pero puede pedir més a un costo adicional de 25 centavos
por libra para cubrir el costo de entrega. Toda la carne que sobra al final del dia se dona a
instituciones de caridad. Las utilidades de McBurger son de 20 centavos por hamburgue-
sa cuarto de libra y de 15 centavos por hamburguesa con queso. McBurger no espera ven-
der mas de 900 hamburguesa en cualquier dia. ;Cudntas hamburguesas de cada tipo debe
planear McBurger para el dia? Resuelva el problema utilizando TORA, Solver o AMPL.

En un centro de maquinado se fabrican dos productos. Los tiempos de produccién por
unidad de los productos 1 y 2 son de 10 y 12 minutos, respectivamente, El tiempo de ma-
quina regular total es de 2500 minutos por dia. En cualquier dia, el fabricante puede pro-
ducir entre 150 y 200 unidades del producto 1, pero no més de 45 unidades del producto
2. Se puede utilizar tiempo extra para satisfacer la demanda a un costo adicional de $.50
por minuto. Suponiendo que las utilidades unitarias de los productos 1y 2 son de $6.00 y
$7.50, respectivamente, formule el problema como un modelo de PL, luego resuélvalo
con TORA, Solver o AMPLS para determinar el nivel de produccién éptimo de cada
producto asi como también cualquier tiempo extra necesario en el centro.

JoShop fabrica tres productos cuyas utilidades unitarias son de $2, $5 y $3, respectiva-
mente. La compaiiia presupuestd 80 horas de mano de obra y 65 horas de tiempo de ma-
quina para la produccién de los tres productos. Los requerimientos de mano de obra por
unidad de los productos 1,2 y 3 son de 2,1 y 2 horas, respectivamente. Los requerimien-
tos de tiempo de maquina por unidad son 1,1 y 2 horas. JoShop considera las horas de
mano de obra y mdquina presupuestadas como metas que pueden ser sobrepasadas, si es
necesario, pero a un costo adicional de $15 por hora de mano de obra y $10 por hora de
maquina. Formule el problema como una PL y determine su solucién 6ptima aplicando
TORA, Solver o AMPL.

En una PL en la cual hay algunas variables irrestrictas, una transformacién del tipo

x; = x; — x},x;,x; = Oduplicara la cantidad correspondiente de variables no negativas.



72

3.2

Capitulo 3

Método simplex y analisis de sensibilidad

En su lugar, podemos reemplazar k variables irrestrictas con exactamente k + 1 variables
no negativas por medio de la sustitucion x; = x]’- - w, x}, w = 0. Use TORA, Solver o
AMPL para demostrar que los dos métodos dan la misma solucién de la siguiente PL:

Maximizar z = —2x; + 3x, — 2x3
sujeto a
4x; — x, — S5x3 =10
2x1 + 3x; + 2x3 = 12

x; = 0, x,, x5 irrestricta

TRANSICION DE LA SOLUCION GRAFICA A LA ALGEBRAICA

El desarrollo del método simplex algebraico estd basado en ideas transmitidas por la
solucidn grafica que se muestra en la seccion 2.2. La figura 3.1 compara los dos méto-
dos. En el método gréfico el espacio de soluciones es la interseccion de los semiplanos
que representan las restricciones, y en el método simplex, el espacio de soluciones esta
representado por m ecuaciones lineales simultdneas y n variables no negativas.
Podemos visualizar que el espacio de soluciones graficas tiene una infinidad de puntos
de solucioén, pero ;como sacar una conclusion parecida a partir de la representacion
algebraica del espacio de soluciones? La respuesta es que, en todas las PL no triviales,
la cantidad de ecuaciones m siempre es menor que la de variables n, por lo que se ob-
tiene una cantidad infinita de soluciones (siempre que las ecuaciones sean consisten-

FIGURA 3.1

Transicion de la solucidn grafica a la solucién algebraica

Método grafico

Método algebraico

Grafique todas las restricciones, incluidas
las de no negatividad

Represente el espacio de soluciones por m
ecuaciones en n variables y limite todas las

variables a valores no negativos, m < n

El espacio de soluciones consta de una

infinidad de puntos factibles El sistema tiene infinidad de soluciones factibles

\ /

Identifique los puntos de esquina factibles
del espacio de soluciones

Determine las soluciones basicas factibles
de las ecuaciones

Una cantidad finita de puntos de esquina
da los candidatos para la solucion 6ptima

Una cantidad finita de soluciones factibles
basicas da las candidatas para la solucién 6ptima

\ 4

Use la funcién objetivo para determinar
el punto de esquina optimo de entre todos
los candidatos

Use la funcién objetivo para determinar la
solucion factible basica éptima de entre todas
las candidatas
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tes).? Por ejemplo, la ecuacién x + y = 1 tiene m = 1y n = 2y produce una infinitud de
soluciones porque cualquier punto sobre la linea recta x + y = 1 es una solucion.

En el espacio de soluciones algebraicas (definido por m X n ecuaciones, m < n),
las soluciones basicas corresponden a los puntos de esquina en el espacio de soluciones
gréficas. Se determinan igualando n — m variables a cero y resolviendo las m ecuacio-
nes para las m variables restantes, siempre que la solucion resultante es tinica. Esto sig-
nifica que la cantidad maxima de puntos de esquina es

cn = n!
m!(n — m)!
Como con los puntos de esquina, las soluciones factibles bésicas definen por completo
a las candidatas para la solucién 6ptima en el espacio de soluciones algebraicas.

Ejemplo 3.2-1
Considere la siguiente PL con dos variables
Maximizar z = 2x; + 3x,
sujeto a
2x1+ x, =4
Xp+2x =5
X1, X =0

La figura 3.2 proporciona el espacio de soluciones graficas para el problema.
Algebraicamente, el espacio de soluciones de la PL estd representado por las siguientes m
= 2 ecuaciones y n = 4 variables:

2X1+ X2+S1:4
X1+2X2+Sz =5
X1, Xp, 81, 8, = 0

Las soluciones basicas se determinan estableciendo las n — m = 4 — 2 = 2 variables iguales a
cero y resolviendo las m = 2 variables restantes. Por ejemplo, si establecemos x; = 0y x, = 0, las
ecuaciones proporcionan la solucién bésica tnica

51:4,52:5

Esta solucién corresponde al punto A en la figura 3.2 (convénzase de que sy = 4y s, = Senel
punto A). Puede determinarse otro punto con s; = 0y s, = 0 y resolviendo luego las dos ecua-
ciones resultantes

2X]+XZ:4
x1+2x2=5

La solucién bésica asociada es (x; = 1,x, = 2), 0 el punto C en la figura 3.2.

2 Si la cantidad de ecuaciones m es igual a la de variables n (y las ecuaciones son consistentes), el sistema
tiene exactamente una solucion. Si m es mayor que n, entonces al menos las ecuaciones m — n deben ser re-
dundantes.
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X2

Optimo (x; = 1, x, = 2)

FIGURA 3.2
Espacio de soluciones de PL del ejemplo 3.2-1

Probablemente se pregunte cudles variables n — m deben igualarse a cero en busca de un
punto de esquina especifico. Sin el beneficio del espacio de soluciones graficas (el cual esta dis-
ponible a lo sumo s6lo con tres variables), no podemos especificar las (n — m) variables cero
asociadas con un punto de esquina dado. Pero eso no nos impide enumerar fodos los puntos de
esquina del espacio de soluciones. Simplemente considere todas las combinaciones en las que
n — m variables son iguales a cero y resuelva las ecuaciones resultantes. Una vez hecho, la solu-
cién 6ptima es la solucidn basica facnble (punto de esquina) con el mejor valor objetivo.

En el ejemplo presente tenemos C4 = 2?2, 6 puntos de esquina. Si examinamos la figura
3.2, podemos ver los cuatro puntos de esquina A, B, C'y D. Asi que, ;donde estan los dos restan-
tes? De hecho, los puntos £y F también son puntos de esquina; pero son no factibles,y, por con-
siguiente, no son candidatos para la soluciéon éptima.

Para completar la transicién de la solucién grafica a la algebraica, las n — m variables cero
se conocen como variables no basicas. Las m variables restantes se llaman variables basicas, y su
solucion (obtenida resolviendo las m ecuaciones) se conoce como solucion basica. La siguiente
tabla muestra todas las soluciones bdsicas y no basicas de este ejemplo.

Variables no Punto de esquina Valor
bésicas (cero) Variables basicas  Solucién bésica asociado (Factible? objetivo, z
(Xl, Xz) (Sl, Sz) (4, 5) A Si 0
(x1, 51) (x2,52) 4, -3) F No -
(x1, $2) (x2,51) (2.5,1.5) B Si 7.5
(x2, 51) (x1,52) (2,3) D Si 4
(x2. 52) (x1,51) (5, -6) E No -
(s, $2) (x1, x2) 1,2) C Si 8

(optimo)
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Comentarios. En la ilustracion anterior podemos ver que a medida que el tamafio del pro-
blema se incrementa, enumerar todos los puntos de esquina se vuelve una tarea prohibitiva. Por
ejemplo, para que m = 10 y n = 20, es necesario resolver C73 = 184,756 conjuntos de 10 X 10
ecuaciones, una tarea abrumadora, sobre todo cuando nos damos cuenta de que una PL de
(10 X 20) es muy pequeiia (las PL reales pueden incluir miles de variables y restricciones). El
método simplex atenda esta carga computacional en forma dramatica al investigar s6lo un sub-
conjunto de todas las posibles soluciones factibles basicas (puntos de esquina). Esto es lo que
hace el algoritmo simplex.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.2A

1. Considere la siguiente PL:
Maximizar z = 2x; + 3x,
sujeto a
X, +3x, =6
3x1 +2x, =6
X1, X =0

(a) Exprese el problema en forma de ecuacién.

(b) Determine todas las funciones bdsicas del problema, y clasifiquelas como factibles y
no factibles.

*(¢) Use la sustitucion directa en la funcién objetivo para determinar la solucion factible
bésica optima.
(d) Compruebe graficamente que la solucion obtenida en (c) es la solucion de PL 6pti-

ma, y de ese modo se concluye que la solucién 6ptima puede determinarse algebrai-
camente considerando sdlo las soluciones factibles basicas.

*(e) Demuestre como se representan las soluciones bésicas no factibles en el espacio de
soluciones gréficas.

2. Determine la solucién 6ptima de cada una de las siguientes PL enumerando todas las so-
luciones bdsicas.

(a) Maximizar z = 2x; — 4x, + 5x3 — 6x4
sujeto a

x;+4x, — 2x3 + 8x4 =2
—x +2x +3x3 t4x, =1
X{, Xp, X3, X4 = 0
(b) Minimizar z = x; + 2x, — 3x3 — 2x4
sujeto a
X1+ 2x —3x3+t x4, =4
X;+2x + x5 +2x4=4

X1, X, X3, X4 = 0
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*3, Demuestre algebraicamente que todas las soluciones basicas de la siguiente PL son no
factibles.
Maximizar z = x; + X,
sujeto a
X1 +2x =6
2x1 + x, =16

X1, X2 =0

4. Considere la siguiente programacion lineal:
Maximizar z = 2x; + 3x, + S5x3
sujeto a
—6x; + 7xy — x5 = 4
X1+ xp, +4x;3 =10
X, x3 =0
X, irrestricta

La conversién a la forma de ecuacién implica utilizar la sustitucién x, = x; — x3.
Demuestre que una solucién bésica no puede incluir a x3 ni a x3 al mismo tiempo.

5. Considere la siguiente programacion lineal:
Maximizar z = x; + 3x,
sujeto a
X1+ x=2
—x1+x, =4
X, no acotada

X220

(a) Determine todas las soluciones factibles basicas del problema.

(b) Use la sustitucién directa en la funcién objetivo para determinar la mejor solucién
basica.

(¢) Resuelva el problema graficamente, y verifique si la solucién obtenida en (c) es la
Optima.

METODO SIMPLEX

En lugar de enumerar todas las soluciones bdsicas (puntos de esquina) del problema
de PL (como se hizo en la seccion 3.2), el método simplex investiga s6lo “algunas” de
estas soluciones. La seccién 3.3.1 describe la naturaleza iterativa del método, y la sec-
cioén 3.3.2 proporciona los detalles computacionales del algoritmo simplex.
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Naturaleza iterativa del método simplex

La figura 3.3 muestra el espacio de soluciones de la programacion lineal del ejemplo 3.2-1.
Por lo comin, el método simplex se inicia en el origen (punto A), donde x; = 0, x, = 0,
y el valor objetivo, z, es cero. La pregunta ldgica es si un incremento en x; y/0 x,
(o ambas) no basicas por encima de sus valores actuales de cero puede mejorar (incre-
mentar) el valor de z. Podemos responder esta pregunta investigando la funcién objetivo:

Maximizar z = 2x; + 3x,

Un incremento de x; o x, (0 ambas) sobre sus valores actuales de cero mejorard el
valor de z. El disefio del método simplex no permite el incremento simultdneo de
las variables. En cambio, incrementa una a la vez. La variable que va a aumentar es la
que tenga mayor grado de mejora en z. En el ejemplo presente, el grado de mejora del
valor de z es de 2 unidades para x; y de 3 para x,. Por lo tanto elegimos x, para que
crezca (la variable con el mayor grado de mejora entre todas las variables no bésicas).
La figura 3.3 muestra que el valor de x, debe incrementarse hasta que se llegue al
punto de esquina B (recordemos que no llegar al punto de esquina B no es una opcion
porque un candidato para el 6ptimo debe ser un punto de esquina). En el punto B, el
método simplex incrementaré el valor de x; para llegar al punto de esquina mejorado
C, el cual es el 6ptimo.

X2

Optimo (x; = 1, x, = 2)

FIGURA 3.3

Proceso iterativo del método simplex
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La trayectoria del algoritmo simplex se define como A—B—C. Cada punto de es-

quina a lo largo de la trayectoria estd asociado con una iteracién. Es importante hacer
notar que el método simplex se mueve a lo largo de los bordes del espacio de soluciones,
lo cual significa que el método no puede cruzarlo, es decir, irse directamente de A a C.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.3A

1.

*3.

En la figura 3.3, suponga que la funcién objetivo se cambia a
Maximizar z = 8x; + 4x,

Identifique la trayectoria del método simplex y las variables basicas y no basicas que la

definen.

Considere la solucién grafica del modelo de Reddy Mikks dado en la figura 2.2.

Identifique la trayectoria del método simplex y las variables no bdsicas que la definen.

Considere el espacio de soluciones PL tridimensional que se muestra en la figura 3.4,

cuyos puntos extremos factibles son 4, B,...,y J.

(a) (Cudles de los siguientes pares de puntos de esquina no pueden representar itera-
ciones simplex sucesivas: (A, B), (B, D), (E, H) y (A, I)? Explique la razén.

(b) Suponga que las iteraciones simplex se inician en A y que el 6ptimo ocurre en H.
Indique si alguna de las siguientes trayectorias son no legitimas para el algoritmo
simplex, y explique la razén.

(i) A—-B—>G—H
(i) A—>E—I—H
(iiiy A>C—E—-B—A—-D—G—H

Para el espacio de soluciones en la figura 3.4 todas las restricciones son del tipo <,y

todas las variables x1, x, y x3 son no negativas. Suponga que sy, 53, 53 Y 54 (= 0) son las hol-

guras asociadas con las restricciones representadas por los planos CEIJF, BEIHG,

DFJHG e IJH, respectivamente. Identifique las variables basicas y no bésicas asociadas

con cada punto de esquina factible del espacio de soluciones.

X3 FIGURA 3.4

Espacio de soluciones del problema 3,
conjunto 3.2b

RY)
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5. Para cada una de las funciones objetivo dadas y el espacio de soluciones de la figura 3.4,
seleccione la variable no basica que conduce al siguiente punto de esquina simplex, y de-
termine la mejora asociada de z.

*(a) Maximizar z = x; — 2x; + 3x;3
(b) Maximizar z = 5x; + 2x, + 4x3
(¢) Maximizar z = —2x; + 7x, + 2x3
(d) Maximizar z = x; + x, + X3

3.3.2 Detalles de calculo del algoritmo simplex

En esta seccién se explican los detalles de cdlculo de una iteracién simplex por medio
de un ejemplo numérico.

Ejemplo 3.3-1
Considere el modelo de Reddy Mikks (ejemplo 2.1-1) expresado en forma de ecuacién:

Maximizar z = 5x; + 4x, + Os; + Os, + Os3 + Osy

sujeto a
6x1 + 4xy + 59 = 24 (materia prima M1)
X1+ 2x; + 55 = 6 (materia prima M?2)
- X1+ x + 53 = 1 (Limite del mercado)
X, +s4 = 2 (Limite de la demanda)

X1,X2,81,52,53,54 =0

Las variables sy, 5, 53 y 54 son las holguras asociadas con las restricciones respectivas.
A continuacién escribimos la ecuacién objetivo como

Z_5X1_4XZ:0

De esta manera, la tabla inicial simplex se representa como sigue:

Basica z X1 Xy S1 Sy 83 Sy Soluciéon
z 1 -5 -4 0 0 0 0 0 Fila z
51 0 6 4 1 0 0 0 24 Fila s;
5> 0 1 2 0 1 0 0 6 Filas,
53 0 -1 1 0 0 1 0 1 Fila s3
54 0 0 1 0 0 0 1 2 Fila s,

El disefio de la tabla simplex provee automaticamente la solucién en la iteracidn inicial. La
solucion se inicia en el origen (x1,x;) = (0,0), por lo que (x1, x,) se definen como las variables no
basicas y (s1, 57, 53, 54) como las variables basicas. La variable objetivo z y las variables bésicas
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aparecen en la columna de la extrema izquierda (Bésica). Los lados derechos de las ecuaciones
del modelo dan sus valores, como se muestra en la columna de la extrema derecha (Solucién) de
la tabla; es decir, z = 0,51 = 24,5, = 6,53 = 1,54 = 2. El resultado puede verse igualando las va-
riables no bésicas (x1, x;) a cero en todas las ecuaciones y también observando la configuracion
de matriz identidad especial de los coeficientes de las variables bésicas (todos los elementos en
las diagonales son 1,y todos los elementos fuera de las diagonales son 0).

(Es 6ptima la solucién inicial? La funcién objetivo z = 5x; + 4x, muestra que la solucién
puede mejorarse si se incrementa el valor de la variable x; o de la x; no basica por encima de cero.
Siguiendo el argumento de la seccién 3.3.1, x; tiene que incrementarse porque tiene el coeficien-
te objetivo mads positivo. De forma equivalente, en la tabla simplex donde la funcién objetivo
aparece como z — 5x; — 4x, = 0, la variable seleccionada es la variable no bdsica con el coefi-
ciente mds negativo en la ecuacion objetivo. Esta regla define la llamada condicién de optimali-
dad simplex. En la terminologia del algoritmo simplex, x; se conoce como la variable de entrada
porque ingresa la solucién basica.

Si x; es la variable de entrada, una de las variables basicas actuales debe salir; es decir, se
vuelve no bdsica a un nivel cero (recordemos que la cantidad de variables no bésicas debe ser
siempre n — m). La mecdnica para determinar la variable de salida implica calcular las relacio-
nes del lado derecho de las ecuaciones (columna Solucién) con los coeficientes de restriccion es-
trictamente positivos (imposibilitando asf al cero) bajo la variable de entrada, x;, como se muestra
en la siguiente tabla:

X1
Basica entrante Solucién Relacién (o interseccion)
- 24 _ g
51 6 24 x; = % = 4 < minimo
_ 6 _
Ay 1 6 X1 =1 = 6
53 -1 1 X = %1 = —1 (denominador negativo, ignorar)
54 0 2 X = % = oo (denominador cero, ignorar)

Conclusién: x; entra (en el nivel 4) y x;, sale (en el nivel cero)

(Cémo determinan las relaciones calculadas la variable de salida y el valor de la variable de
entrada? La figura 3.5 muestra que las relaciones calculadas son en realidad las intersecciones
de las lineas de restriccion con el eje x; (variable de entrada). Podemos ver que el valor de x;
debe incrementarse hasta la interseccién no negativa minima con el eje x; (= 4) para alcanzar el
punto de esquina B. Cualquier incremento mads alld de B no es factible. En el punto B, la varia-
ble bésica actual 51 asociada con la restricciéon 1 asume un valor de cero y se transforma en la va-
riable de salida. La regla asociada con las relaciones calculadas se conoce como condicion de fac-
tibilidad simplex porque garantiza la factibilidad de la nueva solucion.

El nuevo punto de solucién B se determina “intercambiando” la variable de entrada x; y la
variable de salida s en la tabla simplex para obtener

Variables no basicas (cero) en B: (s, x7)
Variables bésicas en B: (x1, 53, 53, S4)

El proceso de intercambio se basa en las operaciones de filas de Gauss-Jordan. Identifica la co-
lumna de la variable de entrada como columna pivete y la fila de la variable de salida como fila pi-
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X

Maximizar z = 5x; + 4x,
sujeto a:

6x1 +4x, + 5, =24

X1+ 2x,+s,= 6

—xptx, +s3=

®OEOOO

1
X, ts4= 2
0

Xl,XZZ

X

FIGURA 3.5

Interpretacién gréfica de las relaciones del método simplex en el modelo de Reddy Mikks

vote. La interseccion de la columna pivote y la fila pivote se conoce como elemento pivote. La si-
guiente tabla es un replanteamiento de la tabla inicial con sus filas y columnas pivote resaltadas.

Entra
Basica  z X1 X, s1 So S3 s4  Solucion
z 1 =5 —4 0 0 0 0 0
Sale < 51 0 6 4 1 0 0 0 24 Fila pivote
55 0 1 2 0 1 0 0 6
53 0 -1 1 0 0 1 0 1
54 0 0 1 0 0 0 1 2
Columna
pivote

Los célculos de Gauss-Jordan necesarios para obtener la nueva solucién basica son de dos
tipos.
1. Fila pivote

a. Reemplace la variable de salida en la columna Bdsica con la variable de entrada.
b. Nueva fila pivote = Fila pivote actual + Elemento pivote
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2. Todas las demas filas, incluyendo z

Nueva fila = (Fila actual) — (Coeficiente de la
columna pivote) X (Nueva fila pivote)

Estos calculos se aplican a la tabla anterior como sigue:

1. Reemplace s en la columna Bdsica con xi:

Nueva fila x; = Fila sy actual =+ 6
=:(064100024)
=(012:0004)

2. Nueva fila z = Fila z actual — (—5) X Nueva fila x;
=(1-5-400000)—(-5)XxX(013:0004)
=(1 052000 20)

3. Nueva fila s, = Fila s, actual — (1) X Nueva fila x;
=(01201006)—(1)xX (@01 3% 0004)
=003—¢1002)

4. Nueva fila s; = Fila s5 actual — (—1) X Nueva fila x;
=(0-1100101)—(-1)x (01310004
=(003:0105)

5. Nueva fila s, = Fila s4 actual — (0) X Nueva fila x;
=(00100012)—(@)©013L0004)
=(00100012)

La nueva solucién bdsica es (x1, 55, 53, 54), Y la nueva tabla es

l
Basica z X Xy 51 K 53 S Solucién
z 1 0 -2 3 0 0 0 20
x 0 1 2 ! 0 0 0 4
— 55 0 0 H = 1 0 0 2
53 0 0 3 ! 0 1 0 5
S4 0 0 1 0 0 0 1 2

Observe que la estructura de la nueva tabla es similar a la de la tabla inicial, en el sentido de
que los coeficientes de las restricciones de la variable bésica forman una matriz de identidad. Por
consiguiente, cuando igualamos las nuevas variables no bdésicas x; y s1 a cero, la columna
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Solucion de forma automatica da la nueva solucién (x; = 4,5, = 2,53 = 5,54 = 2).3 Este “acon-
dicionamiento” de la tabla es el resultado de la aplicacién de las operaciones de filas de Gauss-
Jordan. El nuevo valor objetivo es z = 20, el cual es consistente con

Nueva z = Anterior z + Nuevo valor de x; X su coeficiente objetivo
=0+4Xx5=20

Por otra parte, z = 4 X valor de x; + 0 X valor de s, + 0 X valorde s3 + 0 X valorde x4 =4 X 5
+0X2+0X5+0x2=20.

En la dltima tabla, la condicion de optimalidad muestra que x, es la variable de entrada. La
condicién de factibilidad produce la siguiente informacioén:

Entrante
Basica X Solucién Relacion
X z 4 n=4+2%=6
5 % 2 X =2+ % = 1.5 (minima)
853 % 5 Xy = 5= % =3
S4 1 2 X, =2+1=2

Por lo tanto, s, sale de la solucidn bdsica, y el nuevo valor de x; es 1.5. El incremento correspon-
diente en z es%xz = % X 1.5 = 1,elcual dalanuevaz =20 + 1 = 21.

Sireemplazamos s, en la columna Bdsica con la x, de entrada, se aplican las siguientes ope-
raciones de filas de Gauss-Jordan:

Nueva fila pivote x, = Fila s, actual + %
Nueva fila z = Fila z actual —(— %) X Nueva fila x,

1.
2.
3. Nueva fila x; = Fila x; actual —(%) X Nueva fila x,
4. Nueva fila s3 = Fila s3 actual —(g) X Nueva fila x,
5.

Nueva fila s4 = Fila s4 actual — (1) X Nueva fila x,

Estos calculos producen la siguiente tabla:

Basica z X1 X K1 S5 53 Sy Solucién
z 1 0 0 3 Lo 0 21
1
X 0 1 0 IR S 0 3
X 0 0 1 - ) 0 3
55 0 0 0 P2 0 3
54 0 0 0 o2 1 i

3 A lo largo de mi experiencia académica, he notado que si bien los estudiantes son capaces de realizar los te-
diosos calculos del método simplex, al final algunos no pueden decir cual es la solucién. Para ayudar a ven-
cer esta dificultad potencial, se hace un esfuerzo por “leer” la solucién de la PL por la tabla.



84  Capitulo 3 Método simplex y analisis de sensibilidad

Segtn la condicién de optimalidad, ninguno de los coeficientes de la fila z son negativos. De ahi
que la dltima tabla sea dptima.

La solucién 6ptima puede leerse en la tabla simplex de la siguiente manera. Los valores 6p-
timos de las variables en la columna Basic aparecen en la columna Solucién del lado derecho y
se interpretan como sigue:

Variable de decisién Valor 6ptimo Recomendacién
X1 3 Producir 3 toneladas diarias de pintura para exteriores
X, % Producir 1.5 toneladas diarias de pintura para interiores
z 21 La utilidad diaria es de $21,000

La solucién también da el estado de los recursos. Un recurso se designa como escaso si la
variable de holgura asociada es cero, es decir, las actividades (variables) del modelo consumie-
ron el recurso por completo. De lo contrario, si la holgura es positiva, entonces el recurso es
abundante. La siguiente tabla clasifica las restricciones del modelo:

Recurso Valor de holgura Estado
Materia prima, M1 51 =10 Escaso
Materia prima, M2 s=0 Escaso
Limite del mercado s3 = % Abundante
Limite de la demanda Sy = % Abundante

Comentarios. La tabla simplex ofrece mucha informacién adicional que incluye lo siguiente:

1. Analisis de sensibilidad, el cual determina las condiciones que mantendrén la solucién ac-
tual sin cambios.

2. Anadlisis postoptimo, el cual determina la nueva solucién éptima cuando cambian los datos
del modelo.

La seccién 3.6 se ocupa del andlisis de sensibilidad. El andlisis postéptimo se trata en el capitulo 4.

Momento de TORA.

Los célculos de Gauss-Jordan son tediosos, voluminosos y, sobre todo, aburridos. No obstante,
esto no tiene importancia porque en la practica la computadora realiza estos cdlculos. Lo impor-
tante es que entienda cémo funciona el método simplex. La opcién interactiva guiada para el
usuario de TORA (con retroalimentacion instantdnea), puede ser de ayuda porque le permite
especificar el curso de los calculos simplex (es decir, determinar las variables de entrada y de sa-
lida) sin el agobio de los célculos de Gauss-Jordan. Para utilizar TORA con el problema de
Reddy Mikks, ingrese el modelo y luego, en el meni SOLVE/MODIFY seleccione los coman-
dos Solve = Algebraic = Iterations = All-Slack. (La seleccion All-Slack indica que la so-
lucién bésica inicial se compone de s6lo variables de holgura. Las opciones restantes se pre-
sentardn en las secciones 3.4, 4.3, y 7.4-2). A continuacién, haga clic en el botén
Go To Output Screen. Puede generar una o todas las iteraciones haciendo clic en las opciones
Next Iteration o bien All Iterations. Si opta por generar las iteraciones de una en una, puede es-
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pecificar de manera interactiva las variables de entrada y de salida haciendo clic en los encabe-
zados de sus columnas y filas respectivas. Si sus selecciones son correctas, la columna se torna de
color verde y la fila de color rojo. De lo contrario, aparece un mensaje de error.

Resumen del método simplex

Hasta ahora nos hemos ocupado del caso de maximizacién. En problemas de minimi-
zacion, la condicion de optimalidad requiere seleccionar la variable de entrada como la
variable no bdsica con el coeficiente objetivo mds positivo en la ecuacién objetivo,
la regla exacta opuesta del caso de maximizacién. Esto obedece a que méx z equivale
amin (—z). En cuanto a la condicion de factibilidad para seleccionar la variable de sa-
lida, la regla no cambia.

Condicién de optimalidad. La variable de entrada en un problema de maximizacién
(minimizacién) es la variable no bdsica con el coeficiente mas negativo (positivo) en la
fila z. Los vinculos se rompen arbitrariamente. El 6ptimo se alcanza en la iteracién en
la cual los coeficientes en la fila z son no negativos (no positivos).

Condicion de factibilidad. Tanto en problemas de maximizacién como de minimiza-
cion, la variable de salida es la variable bdsica asociada con la relacién minima no negati-
va con el denominador estrictamente positivo. Los vinculos se rompen arbitrariamente.

Operaciones de filas de Gauss-Jordan
1. Fila pivote

a. Reemplace la variable de entrada en la columna Bdsica con la variable de en-
trada.
b. Nueva fila pivote = Fila pivote actual + Elemento pivote

2. Todas las demads filas, incluida la z
Nueva fila = (Fila actual) — (Su coeficiente en la columna pivote)
X (Nueva fila pivote).

Los pasos del método simplex son

Paso 0. Determine la solucion factible bésica inicial.

Paso 1. Seleccione una variable de entrada utilizando la condicién de optimalidad.
Deténgase si no hay variable de entrada; la dltima condicién es Optima. De
otro modo, prosiga con el paso 2.

Paso 2. Seleccione una variable de salida utilizando la condicién de factibilidad.

Paso 3. Aplique los cédlculos de Gauss-Jordan para determinar la nueva solucién
basica. Vaya al paso 1.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.3B

1. Este problema estd disefiado para reforzar su comprension de la condicion de factibili-
dad simplex. En la primera tabla del ejemplo 3.3-1 utilizamos la prueba de relacién mini-
ma (no negativa) para determinar la variable de salida. La condicion garantiza la factibi-
lidad (todos los nuevos valores de las variables basicas permanecen no negativos segtin lo



86

Capitulo 3 Método simplex y analisis de sensibilidad

*3.

estipulado por la definicién de la PL). Para demostrar este punto, haga que s;, en lugar de
51, salga de la solucion basica, y realice los cédlculos de Gauss-Jordan. En la tabla simplex
resultante, s; es no factible (= —12).

Considere el siguiente conjunto de restricciones:
X1 + 2X2 + 2X3 + 4X4 =40
lef X2+ X3+2.X'458
4X1_2X2+ X3 — .X4510
X1, Xp, X3, X4 = 0

Resuelva el problema para cada una de las siguientes funciones objetivo.
(a) Maximizar z = 2x; + x, — 3x3 + S5x4.
8X1 + 6X2 + 3X3 - 2X4.

3X1 - X3 + 3X3 + 4X4.
(d) Minimizar z = 5x; — 4x, + 6x3 — 8x4.

(b) Maximizar z

(¢) Maximizar z

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

X1+2X2_3X3+5X4+X5 =

S5x1 — 2x, + 6x4 + Xx¢ =

2X] + 3X2 - 2X3 + 3X4 + X7 =3

—X1 +X3_2X4 +x8:0
X1, X0, o0y Xg = 0

Sean xs, xg,..., y Xg una solucién factible bésica inicial dada. Suponga que x; se vuelve bé-
sica. ;Cudles de las variables basicas dadas deben volverse no basicas al nivel cero para
garantizar que todas las variables permanezcan no negativas, y cudl es el valor de x; en la
nueva solucién? Repita este procedimiento para xp, x3 y X4.

Considere la siguiente PL:
Maximizarz = x;

sujeto a
S5x1 + x, =
6x1 + X3 =
3x; + x4 =3
X{, Xp, X3, X4 = 0
(a) Resuelva el problema por inspeccién (no utilice la operaciones de filas de Gauss-

Jordan), y justifique la respuesta en funcién de las soluciones basicas del método
simplex.

(b) Repita (a) suponiendo que la funcién objetivo requiere minimizar z = x.
Resuelva el siguiente problema por inspeccion, y justifique el método de solucién en fun-
cién de las soluciones basicas del método simplex.
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Maximizar z = 5x; — 6x, + 3x3 — Sx4 + 12x5
sujeto a
X + 3xy + 5x3 + 6x4 + 3x5 = 90
X1, X0, X3, X4, X5 = 0

(Sugerencia: Una solucion bésica se compone de sélo una variable.)

6. La siguiente tabla representa una iteracién simplex especifica. Todas las variables son no
negativas. La tabla no es éptima en cuanto a maximizacién o minimizacién. Por lo tanto,
cuando una variable no bdsica entra en la solucién, puede o incrementar o reducir z, o
bien dejarla como estaba, segtin los pardmetros de la variable no bésica de entrada.

Basica X, X, X3 X4 X5 X¢ X7 Xg Solucién
b4 0 -5 0 4 -1 -10 0 0 620
Xg 0 3 0 -2 -3 -1 5 1 12
X3 0 1 3 1 0 3 0 6
X 1 -1 0 0 6 —4 0 0 0

(a) Clasifique las variables como bdsicas y no bdsicas, y proporcione los valores actuales
de todas las variables.

*(b) Suponiendo que el problema fuera del tipo de maximizacion, identifique las varia-
bles no bésicas que tienen el potencial de mejorar el valor de z. Si cada una de esas
variables entra en la solucion bdsica, determine la variable de salida asociada, si la
hay, y el cambio asociado de z. No utilice operaciones de filas de Gauss-Jordan.

(¢) Repita (b) suponiendo que el problema fuera del tipo de minimizacién.

(d) (Cual variable o variables no cambiarén el valor de z al seleccionarlas para que en-
tren en la solucion?

7. Considere el espacio de soluciones bidimensional que se muestra en la figura 3.6.
(a) Suponga que la funcién objetivo es

Maximizar z = 3x; + 6x,

Si las iteraciones simplex se inician en el punto A, identifique la trayectoria que con-
duce al punto E 6ptimo.

X2

4
3 \&
2
F E \
D
/G C
A B/ \ N
Z1 0 1 2 5 !
FIGURA 3.6

Espacio de soluciones para el
problema 7, conjunto 3.3b
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*9.

10.

11.

(b) Determine la variable de entrada, las relaciones correspondientes de la condicién de
factibilidad, y el cambio del valor de z, suponiendo que la iteracién inicial ocurre en

el punto A y que la funcién objetivo la da
Maximizar z = 4x; + x,
(¢) Repita (b), suponiendo que la funcién objetivo fuera
Maximizar z = x; + 4x,
Considere la siguiente PL:
Maximizar z = 16x; + 15x,
sujeto a
40x; + 31x, = 124
X1+t xn=1
X =3

X1, Xp = 0

(a) Resuelva el problema mediante el método simplex, donde la variable de entrada es
la variable no basica con el coeficiente mds negativo en la fila z.

(b) Resuelva el problema mediante el algoritmo simplex, seleccionando siempre la variable
de entrada como la variable no bdsica con el coeficiente menos negativo en la fila z.

(¢) Compare la cantidad de iteraciones en (a) y (b). ; Conduce la seleccién de la variable
de entrada como las variables no basica con el coeficiente mds negativo en la fila z a
un menor nimero de iteraciones? ;Qué conclusién puede hacerse con respecto a la

condicién de optimalidad?

(d) Suponga que el sentido de optimizacién se cambia a minimizacién al multiplicar z
por —1. ;Cémo afecta este cambio a las iteraciones de simplex?

En el ejemplo 3.3-1, muestre cémo puede determinarse el segundo mejor valor 6ptimo

de z desde la tabla 6ptima.

(Puede ampliar el procedimiento del problema 9 para determinar el tercer mejor valor

optimo de z?

Gutchi Company fabrica bolsos de mano, bolsos para rasuradora y mochilas. La elabora-
cién incluye piel y materiales sintéticos, y la piel es la materia prima escasa. El proceso de
produccién requiere dos tipos de mano de obra calificada: costura y acabado. La siguien-
te tabla da la disponibilidad de los recursos, su consumo por los tres productos y las utili-

dades por unidad.

Requerimientos de recursos por unidad

Bolsos Bolsos para
Recurso de mano rasuradora Mochilas Disponibilidad diaria
Piel (pies?) 2 1 3 42 pies?
Costura (h) 2 1 2 40 h
Acabado (h) 1 5 1 45h

Precio de venta ($) 24 22 45
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(a) Formule el problema como un programa lineal, y halle la solucién éptima (utilice
TORA, Excel, Solver o AMPL).
(b) A partir de la solucién 6ptima, determine el estado de cada recurso.
12. Experimento con TORA. Considere la siguiente programacion lineal:

Maximizar z = x; + x, + 3x3 + 2x4
sujeto a
X+ 2x, — 3x3 + 5x4, =4
S5x1 — 2x, + 6x4, =8
2x1 + 3x; — 2x3 + 3x4 =3
—X1 +x3+2x, =0
X1, Xo, X3, X4 = 0

(a) Aplique la opcién de iteraciones de TORA para determinar la tabla 6ptima.
(b) Seleccione cualquier variable no bdsica para que “entre” en la solucion bésica, y haga
clic en la opcién Next Iteration para producir la iteracion asociada. ;Cémo se compara
el nuevo valor objetivo con el 6ptimo en (a)? La idea es demostrar que la tabla en (a)
es 6ptima porque ninguna de las variables no bésicas puede mejorar el valor objetivo.
13. Experimento con TORA. En el problema 12, utilice TORA para determinar la siguiente
mejor solucién éptima.

SOLUCION ARTIFICIAL INICIAL

Como se demostro en el ejemplo 3.3-1,1as PL en las que todas las restricciones son (=)
con lados derechos no negativos ofrecen una conveniente solucion factible bésica ini-
cial con todas las holguras. Los modelos que implican restricciones (=) o (=) no lo
hacen.

El procedimiento para iniciar PLs de “mal comportamiento” con restricciones
(=) y (=) es utilizar variables artificiales que desempefian el papel de holguras en la
primera iteracién, y que luego se desechan en una iteracion posterior. Aqui se presen-
tan dos métodos estrechamente relacionados: el método M,y el método de dos fases.

Método M*

El método M se inicia con la PL en forma de ecuacidn (seccién 3.1). Si la ecuacion i no
tiene una holgura (o una variable que pueda desempenar el papel de una), se agrega
una variable artificial, R;, para formar una solucién inicial parecida a la solucién basica
de total holgura. Sin embargo, las variables artificiales no forman parte del problema
original, y se requiere un “artificio” de modelado para igualarlas a cero en el momento
en que se alcance la iteracion 6ptima (suponiendo que el problema tenga una solucién
factible). La meta deseada se logra penalizando estas variables en la funcién objetivo
utilizando la siguiente regla:

4 El método M, una de las técnicas de PL mas antiguas, nunca se utiliza en cédigos comerciales debido a su
inherente error de redondeo. En su lugar se prefiere el método de dos fases (seccién 3.4.2). Sin embargo, el
uso de penalizaciones, como lo anticipa el método M, es un importante concepto en muchas instancias de
modelado de OR.
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Regla de penalizacion para variables artificiales

Dado M, un valor positivo suficientemente grande (mateméticamente (M — o0), el
coeficiente objetivo de una variable artificial representa una penalizacién apropiada si:

.. .. . e —M, en problemas de maximizacidén
Coeficiente objetivo de la variable artificial = { p

M, en problemas de minimizacién

Ejemplo 3.4-1
Minimizarz = 4x; + x,
sujeto a
3+ x, =3
4x; +3x, =6
X1 +2x, =4
X, X, =0

Si utilizamos x3 como variable de superavit en la segunda restriccién y x4 como variable de
holgura en la tercera restriccion, el problema en forma de ecuacién es

Minimizarz = 4x; + x,
sujeto a
3x;1 + x, =3
4x1 + 3x, — x5 =6
X, + 2x, + x4 =4
X1, Xo, X3, X4 = 0

La tercera ecuacion tiene su variable de holgura, x4, pero la primera y segunda ecuaciones
no. Por lo tanto, agregamos las variables artificiales Ry y R, en las primeras dos ecuaciones y las
penalizamos en la funcién objetivo con MRy + MR, (porque estamos minimizando). La PL re-
sultante se da como

Minimizarz = 4x; + x, + MR, + MR,

sujeto a
3x1 + x + R; =3
4x1 + 3x; — x5 + R, =6
X1 + 2x, + X4 =4

X1, X2, X3, X4, Rla RZ =0

La solucién bésica inicial es (Ry, Ry, x4) = (3,6,4)

Desde un punto de vista de calculo, la solucién del problema con la computadora requiere
que reemplace M con un valor numérico (suficientemente grande). No obstante, en todos los li-
bros de texto, incluidas las siete ediciones de este libro, M se maneja algebraicamente en la tabla
simplex. El resultado es una dificultad agregada innecesaria la cual puede evitarse sustituyendo
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un valor numérico apropiado en lugar de M (lo que de cualquier modo tenemos que hacer cuan-
do usamos la computadora). Nos apartamos de la larga tradicion de manejar M algebraicamen-
te y utilizar una sustitucién numérica en su lugar. La intencién es, desde luego, simplificar la pre-
sentacioén sin perder la esencia.

(Qué valor de M debemos utilizar? La respuesta depende de los datos de la programacién
original. Recordemos que la penalizacién M debe ser lo bastante grande con respecto a los coefi-
cientes objetivos originales para forzar a las variables originales a ser cero en la solucién 6ptima.
Al mismo tiempo, como las computadoras son la herramienta principal para resolver PLs, no es
conveniente que M sea innecesariamente grande ya que ello nos puede conducir a un grave
error de redondeo. En este ejemplo, los coeficientes objetivo de x; y x, son 4 y 1, respectivamen-
te, y parece razonable establecer M = 100.

Utilizando M = 100, la tabla simplex de inicio se da como sigue (por comodidad, la colum-
na z se elimina porque no cambia en todas las iteraciones):

Basica X1 X X3 R, R, X4 Solucién
b4 -4 -1 0 —100 —100 0 0
Ry 3 1 0 1 0 0 3
R, 4 3 -1 0 1 0 6
X4 1 2 0 0 0 1 4

Antes de proseguir con los cdlculos del método simplex, la fila z debe hacerse consistente
con el resto de la tabla. El lado derecho de la fila z en la tabla en este momento muestra z = 0.
Sin embargo, dada la solucién no bésica x; = x, = x3 = 0, la solucidn basica actual es R| = 3, R,
=6yx4=4,lacualdaz =100 X 3 + 100 X 6 + 4 X 0 = 900. Esta inconsistencia se deriva del
hecho de que los coeficientes de Ry y R, no son cero (—100, —100) en la fila z (compare con la
solucién de inicio de total holgura en el ejemplo 3.3-1, donde los coeficientes en la fila z de las
holguras son cero).

Para eliminar la inconsistencia, tenemos que sustituir R y R; en la fila z por medio de la si-
guiente operacién de filas:

Nueva fila z = Anterior fila z + (100 X fila Ry X fila R,)

(Convénzase de que esta operacion es la misma que sustituir R =3 — 3x; —x, y Ry = 6 — 4x;
— 3x, + x3 enlafila z.)
Por tanto, la tabla modificada (jcompruébelo!) es:

Basica X1 X X3 R; R, X4 Solucién
z 696 399 —100 0 0 0 900
Ry 3 1 0 1 0 0 3
R, 4 3 -1 0 1 0 6
Xy 1 2 0 0 0 1 4

5 Técnicamente, el método M no necesita sustituir M numéricamente. En su lugar, el coeficiente en la fila ob-
jetivo i-ésimo en una tabla simplex se reduce a calcular las constantes a; y by en la expresién algebraica a;M
+ b;.La comparacion de las dos expresiones algebraicas se basara entonces en condiciones que implican s6lo
las constantes a; y b;. La razén por la que no se utiliza en la practica es la potencialmente tremenda carga de
cémputo asociada con el cdlculo (y comparacion) de las constantes a; y b;.
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Elresultado es que R; y R, ahora se sustituyen (tienen coeficientes cero) en la fila z con z =
900, como se deseaba.

La tdltima tabla esta lista para la aplicacion de las condiciones de optimalidad y factibilidad
de simplex, tal como se explicé en la seccién 3.3.2. Dado que la funcién objetivo se minimiza, la
variable x; que tiene el coeficiente mas positivo en la fila z (=696) entra en la solucién. La rela-
cién minima de la condicién de factibilidad especifica a Ry como la variable de salida (jcom-
pruébelo!).

Una vez que se han determinado las variables de entrada y de salida, la nueva tabla se
calcula utilizando las conocidas operaciones de Gauss-Jordan.

Basica X1 X X3 Ry R, Xy Solucién
z 0 167 —100 -232 0 0 204
x| 1 5 0 : 0 0 1
R, 3 =il -3 1 0 2
x4 3 0 - 0 1 3

La dltima tabla muestra que x; y R, son las variables de entrada y de salida, respectivamen-
te. Continuando con los célculos simplex, se requieren dos iteraciones mds para alcanzar el 6pti-
mo x| = _%,xz = _%,z = %7 (jcompruébelo con TORA!).

Observe que las variables artificiales R; y R, se salen de la solucién basica (es decir, se
hacen iguales a cero) en la primera y segunda iteraciones, un resultado que es consistente con el

concepto de penalizarlas en la funcién objetivo.

Comentarios. El uso de la penalizacién M no forzara la variable artificial a cero en la itera-
cién simplex final si la PL no tiene una solucion factible (es decir, las restricciones no pueden
satisfacerse al mismo tiempo). En este caso, la iteracion simplex final incluird al menos una varia-
ble artificial con un valor positivo. En la seccién 3.5.4 se explica esta situacion.

CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.4A

1. Complete las iteraciones simplex del ejemplo 3.4-1 con cdlculos manuales y obtenga la
solucién 6ptima.

2. Experimento con TORA. Genere las iteraciones simplex del ejemplo 3.4-1 utilizando el
médulo Iterations = Método M de TORA (archivo toraEx3.4-1.txt). Compare el efecto
de utilizar M = 1,M = 10,y M = 1000 en la solucién. ;Qué conclusion se puede sacar
de este experimento?

3. En el ejemplo 3.4-1, identifique la tabla de inicio en cada uno de los siguientes casos (in-
dependientes) y desarrolle la fila z asociada después de sustituir todas las variables artifi-
ciales:

*(a) La tercera restriccion es xq + 2x, = 4.
*(b) La segunda restriccion es 4x; + 3x, = 6.
(¢) Lasegunda restriccion es 4x; + 3x, = 6.
(d) La funcién objetivo es maximizar z = 4x; + x;.
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4. Considere el siguiente conjunto de restricciones:

*6.

—2x1 +3x, =3 (1)

4x; + 5x, =10 (2)
5 3
6x; +7x, =3 (4)
4, + 8%, =5 (5)

IA

x| + 2x,

X1, Xp = 0

En cada uno de los siguientes problemas, desarrolle la fila z después de sustituir las varia-
bles artificiales:

(a) Maximizar z = S5x; + 6x; sujeto a (1), (3) y (4).
(b) Maximizar z = 2x1 + 7x; sujeto a (1), (2) (4) y (5).
(¢) Minimizar z = 3x; + 6x, sujeto a (3), (4) y (5).
(d) Minimizar z = 4x; + 6x; sujeto a (1), (2) y (5).
(e¢) Minimizar z = 3x; + 2x, sujeto a (1) y (5).
Considere el siguiente conjunto de restricciones:
X1 + X2 + X3 = 7
2x1 - SX2 + X3 =10
X1, Xp, X3 = 0
Resuelva el problema con cada una de las siguientes funciones objetivo:
(a) Maximizar z = 2x; + 3x, — Sx3.
(b) Minimizar z = 2x; + 3x, — S5x3.
(¢) Maximizar z = x; + 2x, + x3.
(d) Minimizar z = 4x; — 8x, + 3x3.

Considere el problema
Maximizarz = 2x; + 4x, + 4x3 — 3x4
sujeto a
x; + x+ x3 =4
x + 4x, + x4 =8

Xy, Xp, X3, X4 = 0

Resuelva el problema con x; y x4 como las variables bdsicas de inicio y sin utilizar varia-
bles artificiales. (Sugerencia: x3 y x4 desempenan el papel de variables holgura. La diferen-
cia principal es que tienen coeficientes objetivo no cero.)

Resuelva el siguiente problema con x3 y x4 como variables factibles bésicas de inicio.
Como en el problema 6, no utilice variables artificiales.

Minimizarz = 3x; + 2x, + 3x3
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sujeto a
X+ 4xy + x3 = 7
2x1 + x +x, = 10
X1, X2, X3, X4 = 0
8. Considere el problema
Maximizar z = x; + 5x, + 3x3
sujeto a
X1+ 2xy+x3=3
2x1 — Xy =4
Xq, X2, X3 = 0

La variable x3 desempeiia el papel de una holgura. Por lo tanto, no se requiere ninguna
variable artificial en la primera restriccion. En la segunda restriccion, se requiere una va-
riable 